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ROZDZIAŁ PIERWSZY. 


Ilości i funkcye w zrównanie jakiégokolwiek 
flopnia wchodzącć wyráżaią fie przez linie 
geometrycznć: z różnych odmian tym ilo- 
éciom lub fankcyom nadanych, tłómaczą fig 
odmiany, ktoré odpowiadaia liniom. 
§. 1. 

ris fobie iakić pytanie w pićrwfzym Tomie, 
apotrafilismy wizyftkie okoliczności i warunki do 
niego przywiązane w zrównaniu zamknąć. Rozwią- 
zawfzy potem to zrównanie, a maiąc przytomne ną 
umyśle znaczenia nadanć wyrażom i znakom uży- 
tym, odkrywaliśmy prawdy, którycheśmy fie czafém 
ani fpodziewali, am ić nawet fądzili za związkowe 
stém, czegośmy fzukali. Tedno zrównanie dobrze 
obiętć umyfećm, ftało nam fie xiążką da czytaniń no- 
wych między ilościami związków. To iefzcze prze- 


robione w poftać prościeyfzą, lub złączone zręcznie“ 
-z innémi, pokszywało nám nowć prawdy i ftófunki, 


tak dalece, iż będąc fzczęśliwym w kombinowaniu, 
zrównanie w ręku biegłego Analifty ftaie fig fkładćm 
ndyfkrytfzych prawd związkowych rozrzuconych po 
naturze. $ tąd powinnismy fie przekonać, iż wfzy- 
ftkie włófności iaki¢ykolwiek ilości, wizyftkie kon- 
dycye do nićy przywiązane, byleby nie były między 
fobą przeciwne, wyrazić można przez Algebraicznć 
zrównanie. Idzie tylko .o dwie rzeczy, naprzód: aby: 
ilość przedfiewzięta nie była nad to zawiktana dla 
uwag geometrycznych; powtore; aby doftrzec zwią- 
zku zachodzącego między okolicznościami zadania; 
częftokroć niedoftatek tamtcy kondycyi zafłania przed 
rozumem nafzym ten oftatni śrzodek wynalezienia 
tego, cośmy fobie zadali. i 

Linie Geómetryczne fą.ilościami barzo proftemi; 
wizyftkié więc ich włafności możemy wyrazić w 

A zrownaniu 
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*zrównakiu 'algebraicznem. Wfzakże Geometry po. 
'czątkowa porównywa iednć figury z drugićmi, s po- 
równywania rodzi fie zrównanie, którć zawierś w 
krótkości të związki, ktorésmy między figurami zwa- 
żali, Kombinacya tych związków `z innćmi, odkry- 
wá nowe inné, a te znowu oftatnie odfłaniaią Swie- 
że prawdy wypadaiące s pierwfzych: tak dalece, iż 
przerdbiaige, wiążąc włafności linii, figur, i ciał ge- 
ometrycznyth, przyśzlibyśmy do wyrażenia wizy: 
ftkich prawd geometryi elementarney przez znaki 
ugólne, gdyby to nie było z więkfzym dla rozumu 
nafzego pożytkiem zoftawić tak proftć ftófunki fa- 
memu dzidłaniu dufzy, a rozumowanie przez znaki 
fymbolicznć zawikleyfzym związkom i dociekaniom 
zachować. Zgadzamy fię więc s całą rzelzą gorli- 
wych o ćwiczenie rozumu ludzkiego Geometrow, że 
dpoloby uwazania, dowodzenia i porównywania ilo- 
Sci rosciggiey, w barzo gruntowaćm «i ścifłem świe- 
tle podané od ftarożytności należy przy fwey całości 
“w geometryi początkowcy utrzymać. Ale chcąc na- 
{ze kombinacye do odleglcyfzćey ogólności wynieść, 
przedrzyć fig w ftrafznie zawikłane Figur trudniey- 
izych związki, które w ftarożytności .amym tylko 
extraordynaryinym były doftepné rozumom, chcąc 
ułatwić niezmiernie zawaloną -droge dociekań w 
giebfzey geometryi, i uczynić fobie niywyżlze prá- 
‘wdy doftępnićyfzćmi; trzeba było koniecznie wefprzeć 
rozum ludzki ogólnemi znakami, natrafić na fzczę- 
śliwą zręczność ftófowania rachunku do Figur. Tę 
przyfługę winniśmy nieśmiertelney przenikłości Des- 
Carta która ftała fle razćm zrzodłem rozlegi’y flawy 
ala fwego wynaldzcy, i nayfzczęśliwizych dociekan 
dla iego naftępców.  Zapomniymy na moment o 
Apofobie Des-Carta, abyśmy fie fami poftawili w oko- 
‘Heznosei pićrwfzych wynalazców. 

Chcąc znaczenia algebraiczne ‘do geometryi prze- 
nieść, roftrząfnąć nim należy wfzyftkie wyrazy w 
Hktad -zrównania wchodzące, -i-fzukać im odpowiada- 

dących 
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iących w geometryi znaków. Zwazalismy w alge- 
brze różnego rodzaiu funkcye, s tych powitalące ró- 
Źnych ftopni i gatunków zrównania. . W» funkcyach 
naprzód różniliśmy zawfze ilosci znanć od niezna- 


nych: teráz chcąc rosfzerzyć daley ten podział dia 


tego, że naypierwfzą ieft w geometryi rzeczą pos 


równywanie między fobą ilości, włożćmy na miey- 
fce znanych i nieznanych, ilości ftatecznę i odmienne, 
które iako wiemy też fame mają znaki. Wziąwfzy 
więc linią proftą pewncy iakićy nieodmiennćy. wiel- 
kości, możemy przez nię reprezentować iakąkol- 
wiek ilość ftateczną: ilości zaś odmienać wyrażćmy 
barzo. dobrze przez linią nieoznaczoną RS. od któ- 
réy taką możemy odciąć cząftkę, iaka nam fie tylko, 
podobá, a zatem iako n. p. x może zawierać wizy-. 
ftkie iakiekolwielkk oznaczone wartosci, tak linia RS, 
wyrażać może wfzyftkie iakiekolwiek podziały. Ta- 
kowe podziały nazywać będziemy: Oncinkami (4b, 
scifsae), które będą wyrażać pewne. oznaczone wśrto- 
ści ilości odmienucy x. Aze linia RS nie ma ża. 
dnćy okresłonćy wielkości, ucinki takowe brać fie 
mogą od 4 na obydwie ftrony. Mieyfce 4 nazy- 
wać będziemy Począrwiem OpcrNków (Initin Ab- 
scifsarum): odcinki zaś z iedney ftrony 4 brać. bę- 
dzićmy za dodatne, a z drugićy ftrony za odiemne. 
fako mieyfce 4, tak ftrona odcinków dodatnych za- 
lezy od upodobania, byleby obrawfzy iednę ftronę 
za dodatną, drugą i¢y przeciwną wziąść za ftronę ods 
cinków odiemnych. if 

Odmićniwfzy funkcyą na zrównanie, w któreyby 
nie było tylko x i ilości ftateczne, x przeftaie bydź 
ilością odmienną. Chcąc więc dochować x włafności 
edmiennćy, potrzeba koniecznie w zrównaniu mićć 
dwić ilości odmienné x,y; tak, Żeby pewna funkcya 
x, była równą pewney funkcyi y, W ten czas bo- 
wiem obydwie zoftaną fie przy (wym. charakterze 
odmienności iako wićmy s teoryi pytai nieoznaczo- 
nych, Tu otwiera nam fie niezmierne pole docie- 
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kań, ilé bowiem wymyślić fie może gatunków fun- 
keyi x,y, tyle nam wypadnie kombinacyi. Każda s 
tych kombinacyi będzie zrzódłem nowych związków 
między ilościami, którym odpowiadaią nowe w ge- 
ometryi znaczenia, Idzie tylko o fpofób wyrażeniś 
tych znaczeń; zaczniymy od nayprościćyizych. leże- 
li y będzie pewną funkcyą x; każdcy wartości x, po“ 
winna odpowiadać pewna wartość na y. Wyraże- 
my tę wartość przez linią proftą poftawioną na ucin- 
kach linii RS, tak n.p. Ze ieżeli x=4P, `y będzie 
miało wartość wyrażoną przez PM; ieżeli x=4Q, 
y=QN, iezeli x=0, y=4B. takowe linie AB, PM; 
itid. odpowiadaiącć wartościom pewnym odcinków 
nazywać zawize będziemy PRzysrawaMi (Applica- 
tae, ordinatae); które będą równo-ległć linii proftey 
AB, uwóżaiąc ią przeciągnioną na obydwie ftrony 
RS, do iakieykolwiek bądź wielkości. Takowa li- 
nia będzie znowu linią przyftaw; a iako pewnć wiel- 
kości przyftaw odpowiadaią pewney wartości odcin- 
ków z zrównania wyciągnionych, ftawianć bydź po- 
winny na tych mieyfcach linii RS, gdzie fie kończą 
wartości nadanć c. Tezeh na y wypadać będą 
‘wartosci dodatne, te będziemy kłaśdź nad linią RS: 
ieżeli zaś odiemne, té położemy pod linią AS.. Może 
fię zas przytrafić, że odcinkom dodataym będą odpo- 
wiadać przyftawy dodatne albo przyftawy odiemné: 
powtóre odcinki będąc.odiemne, przyftawy wypadną 
‘odiemne albo dodatne. W pićrwfzym razie położe- 
my ié nad 4S, w drugim pod 4S, w trzecim pod 
AR, a w czwartym nad 4k, tak Ze n.p. PM ieft 
przyftawą dodatna, rb przyftawą odiemną, należącć 
obydwie do odcinków :dodatnych: przeciwnie rn ieft 
przyftawą dodatną, a pm przyftawą odiemną odpo- 
wiadaiace obydwie odcinkom 'odiemnym. } 
Nie potrzeba nam fig o tém oftrzegać, Ze ilość 
więkfza lub mnieyfza przyftiw 4B, PM, QN, itd. 
szawifła od funkcyi y. Rzecz bowiem oczywiłta że 
zrównanie zawierające związek między x,y, zawić- 
ra razem 
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4 tá razem ftófunek między odcinkami i przyftawami, 
którć odtąd razem brané nazywać będziemy Wspoz- 
| USZYKOWANEMI (Coordinatae), tén ftófunek ieft pra- 
wem; podług którego układaią fig wartości przyftaw 
| z wartosei odcinków tak, że ich wzroft lub ubywa- 
nie, iet zawfze iednoftaynym wypadkiem pewnego 
| między x, y prawa w zrównaniu zawartego. Cią- 
h gnąc podług takowego prawa fzereg przyftaw odpo- 
| wiadaiący fzeregowi odcinków, a ścigaiąc punkt B, 
i widzemy, że on przenofząc fie na różne mieyfca, Z0- 
ftawia po fobie slid nowey linii proftey lub krzy- 
wéy, którey natura i poftać zawifła od związku mię- 
dzy x, y: i tak przypuśćmy Że linia profta na figurze Figura 2: 36 
>. lub linia krzywa na figurze 3. ieft odryfowana po 
dług zrównania pićrwfzego ftopnia między dwiema 
odmiennemi x, y; w tem zrównaniu odmićniaiąc x, 
czyli AP, odmieniać fię będzie y, czyli PM; i idąc po 
j ‘wizyftkich punktach linii RS, począwfzy od 4, znay- 
| dzićmy przyftawy tym odcinkom odpowiadaigce ina- 
| | gnaczaigcé mieyfce, przez którć linia profta BMN, lub 
| krzywá EBM, przechodzi: właśnie iak gdyby punkt 
| B, ruizywizy fie fzedł do M, prowadzony przez 
‘| przyftawę PM, odmieniaiąc na każdym mićyfcu fwo- 
H fe kierowanie tak, iak ‘PM, fwoiẹ wielkość .odmie- 
l nia; w tym biegu opifze punkt B. linią proftą lub 
krzywą BM, odmieniaiąc fwoić położenie podług pra- 
wa zamkniętego w zrownaniu, którem fie związek 
wipół - ufzykowanych, w nim zaś natura linii krzy- 
wey wyraża. Widzemy więc że uwagi nafzé zga- 
dzaią fie zupełnie s fpofobem dawnych ‘Geometrow., 
którzy fobie wyftawiali linie krzywé, lako opifane 
biegiem punktu w każdym“ momencie {wé potoze- 
nie odmieniaiącego; lubo uwagi :nafzé „daleko fą 
prościeyfzć i ogólnićyfze, iak fig niżćy przekonamy. 
Każdy pierwiaftek zrównania wyrazaigcego linią 
EBM, daie nám iedćn punkt linii krzywey, ‘bo nam 
daie mieyfce, w którem przyftawa tęż linią krzywą 
przecina: aże zrównanie pierwizégo ftopnia, podług 
A3 iktórégo 
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którego- wyftawiliśmy fobie linią. EBM: odryfowana, 
powinno koniecznie mieć iedén pierwidftek rzetelny; 
nie może bydź żądney wártości na x, któreyby nie 


Znaczać możemy niefkończoną liczbę wértosci, tak 
Będzie niefkończona liczba przyftaw idących i prze. 
cinaiących raz linią krzywą; to ieft PM, odmieniaiąc 
fwoie. wielkość póydzie po linii RS w niefkończoną 
odległość, i linia krzywa rosciągnie fwóy łuk bez koń- 


ca, który nazywać będziemy ODNOGĄ NIESKONCZONĄ 
linii krzywey (Ramus curvae infinitus}, rosciągnie fię 
zaś bez końca na dwie ftrony, to ieft na ftronę AR 
i na ftrone AS, gdyż za x, możemy kłaśdź wártości 
dodatn¢ i odiemne. Ieżeli na wfzyftkić wśrtości do- 
datne x, bedą wypadać przyftawy dodatne; cats od. 
noga niefkończona linii krzywey będzie leżyć nad li- 
nią AS: ieżeli zaś na wiżyftkie wartości dodatne X; 
wypadać będą przyftawy odiemne, poniewśż ułoży: 
liśmy ié ftawiać pod AS; cała odnoga linii krzywey 
będzie leżyć pod AS. leżelizaś na odcink; dodatne x, 
wypadać będą wartości na y, naprzód dodatnć a potem 
odiemne; ponieważ podług $. XVI. Algebry nie może 
+y ftać fię —y, póki wprzód nie ftanie fie y=, 
więc będzie miedzy wéartosciami +x, iedna, którń 
uczyni y=o, i w tem mieyfcu linia krzywá przetnie 
oś, iak n.p. w mieyfcu O, 4 przefzedłfzy pod nię 
rosciągnie fię bez końca, ieżeli iuż odtąd na +x, be. 
dą bez końca wypádać przyftawy odiemne: ieżeli 
zaś znowu po pewney liczbie wartości, —y ftanię 
fie +y, więc znowu [inid krzywa przetnie drugi ráz 
oś, i przeniefie fię nad linią RS. To cośmy mówili 
o wartościach +x fłuży także na =x, to ieft; że ie. 
żeli z—x, wypadać zawfzę będą y dodatne; całą 
odnoga niefkończonś linii ktzywey leżyć będzie nad 
AR; będzie zaś leżyć pod AR, ieżeli —x uczyni 
wlzyftkie y odiemné: iężeli nakoniec —x, anid be- 
3 zie 
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dzie y tzafém dodátné, a czafém odiemne, linia 
krzywa przecinaiąc ‘os, przenofić fie będzie, raz nad, 


‘a drugi raz pod AR. Te wfzyfikić włafności wy- 
«iągnyliśmy z uwag nad zrównanićm ftófowanych 


do znaczeń geometrycznych: inne iakiekolwiek zró- 
-wnaniá podobnie roftrząfaiąc wyciągniemy z nich ró- 
Żnego rodzaiu, i różney figury linie krzywe. Przeto 
każdć zrównanie między dwiema iakiemiikólwiek od- 
aniennćmi ilościami, uważać możemy, iako *wyrdża- 
iącć nature pewnćy linii proftey lub krzywey przy- 
"wiązaney do prawa między wipół-ufzykowanemi w 
zrównaniu zamkniętego: 1-znowu przeciwnie każdą 
inia geometryczną proftą lub krzywą odryfowaną 
podług iakićgo prawa, zważać możemy iako wyraz 
graficzny pewnego zrównanią takowe prawo -zamy- 
kaiącego. leżeli cała linia odryfowana ićft podług 
iednego prawa, albo co na iedno wyńdzie podług te- 
"góż famego zrównania, nazywa ‘fie linią CIĄGŁĄ 
(Continua), a prawo ićy naturę wyrśżaiące nazywa 
fie PRAWEM cIąGŁości (Lex cofiiinuitatis); ieżeli zaś 
‘linia ieft tak odryfowaną, Ze iey porcye mależą do 
różnych zrównań, idką bydź może liniń za pofunie- 
niém piora odryta, złożona z ułomków częścią pro- 
ftych, częścią krzywych, takowa linia zowie fie. Ró- 
ZNO-CIAGEA, NIEFOREMNĄ :( Difcoritinua, irregularis). 
Wfzyftkie linie, -któré w geometryi uwśżać fie zwy- 
kły, fą ciagłćmi, odrytemi „podług prawa ciągłości 
wzrównaniu wyrażonego, tak.n.p. linia krzywa na 
figurze 3. mEBMO, ieft linią ciągłą, ieżelivw nicy ka- 
"Żda przyftawa ieft funkcyą tąż {amg „odcinku wyra- 
Żoną przez 'iakie ‘zrównanie, iPrawda -że J. P. 
Euler nadypierwizy wprowadził do geometryi linie 
nawet nieforemne, co wiele narobiło między Geome- 
*trami fprzecżki, ale to iefzeże nie czas-dla:nas o tym 
mówić. Dofyé nam teraz wiedzieć, że wfzyftkić li- 
nie, które będą*przedmiotami nafzéy:uwagi-w ciągu 
teraźnićyfzey nauki będą ciagtémi. Linią. RS, na któ- 


rey fie  rachuią odcinki nazywać będziemy sOsrą albo 
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Krerownica (Axis, Direftrix). Mówiąc. o.odcinkach 
i przyftawach razćm, ułożylismy fobie nazywać ie 
wfpół- ufzykowanemi: ieżeli przyftawy będą fta¢ 
profto-padle na osi czyniąc kąt profty z odcinkami, 
nazywać ie będziemy WSPÓŁ-USZYKOWANEMI Piono- 
weEMmi (Coordinatae orthogonales, normales), ieżeli 
zaś ftać będą pochyło czyniąc kąt ukośny, nazwiemy 
ié UkośNemi (Coordinatae obliquangulae). 

S tych ogólnych uwag wypada ten fam podział li- 
nii, na ktorysmy rozebrali funkcye w pierwfzym To- 
mie. Jeżeli y będzie takową funkcyą x, która można 
w zrównaniu algebraicznem zupełnie zawrzeć; linia 
takowćm zrównaniem oznaczona zwać fie będzie 
ALGEBRAICZNĄ (Curva Algebraica). Jeżeli zaś y 
będzie funkcyą x taką, iz iey pierwiaftków i warto- 
ści niepodobna ieft w zrównaniu ogarnąć, nazwiemy 
ią PRZESTĘPNĄ (Curva Tranfcendens). Pićrwfzy ro- 
dzay nazywalą niektórzy GEOMETRYCZNYM, ofłatni 
MEcHANICZNYM. (Curvae Geometricae, Mechanicae), 
Ten atoli ogólny linii podział, zawierać w fobie bę: 
dzie fzczególnieyfze rozłożenia, wypźdaiące s podzia- 
łu zrównań i funkcyi co do wymiarów, i co do li- 
czby ilości odmiennych. 

$. II. 

Wniydźmy iuż w fzczegolnićyfze rozbiory linii, i 
zrównań. Zważaliśmy w pierwfzey Części funkcye . 
wyrażaiącć iednę tylko lub kilka na raz wartości - 
ilości odmienney; to ieft: że y może bydź taką fun- 
kcyą x, iż iey albo iedna tylko, albo kilka na ráz 
odpowiada wartości, podlug znaku pićrwiaftkówego 
położonego przed y: wićmy bowiem Ze znaki pier- 
wiaftkowe wyrażając kilka na ráz wartości fą wat- 
pliwemi. Nazwalismy takowe funkcye z J. P. Eule- 
rem JEDNO - KSZTAŁTNE, DWÓ - KSZTAŁTNE, KILKO- 
KSZTAŁTNE, (Funftiones Uniformes, Biformes, Multi- 
formes), podług wyktadnika znaku pierwialtkowego 
którym jeft naznaczone y: a w znaczeniu Geometry- 
cznem wypada, że ieżeli y będzie funkcyą iedno- 

kfztałtną 
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kfztałtną x, na ten czds každému odcinkowi x, ie- 

dna tylko będzie odpowiadać przyltawa: biorąc za 

x wizyftkié wartosci dodatnć i odiemnć od o aż do 
I 


+p otrzymamy tyleż przyftaw; zatem linia krzywa 
takowem zrównanićm wyrażona rosciągnie fie bez koń- 
ca na obydwie ftrony osi RS: taką linią reprezentować 
może (Fig.3): włifność zaś ta fiużyć będzie ogól- 
nie wfzyftkim liniom, których zrównania nie będą 
zawierać żadnego znaku picrwidftkowego, iakośmy 
to iuż w $. 1. obfzernie -wyłożyli. |. 

Ieżelj zaś y będzie funkcyą dwó-kfztałtną x, iaką 
zamyká zrównanie y2==2Py—Q,czyli y==Pev (P?—Q) 
gdzie Pi Q fa fuńkcyami iednó-kfztałtnemi x; na ten 
czas każdćy wartości x będą odpowiadać dwie_przy- 
ftawy, obydwie rzetelnć ieżeli P+> Q; lub oby- 
dwie uroione, ieżeli P?<Q: tak n.p. biorąc x==+-AP, 
otrzymamy na.y PM, PM; znowu x= — AP, będzie 
ys=Pm, Pm; ieżeli P> Q linia krzywa takowem zró- 
wnanićm opifand będzie przechodzić przez te przyfta- 
wy; ieżeli zas P-<Q linia tamtędy nie przeydzie. Ale 
będąc P2+> Q, nie może fig odmienić na P?<Q 
póki wprzód ńie przeydzie przez srzodkuigcy fian 
P2=Q, i na ten czds y=Pto, a zatem obydwie 
przyftawy na obydwóch ftronach ftaną fie równemi, 
czyli zniydą fię w iedno mićyfce, gdzie przyftawa bę- 
dzie ftyczną linii krzywey, a punkt dotykania fie bę- 
dzie punktem dwoiftym, iakim ieft w micyfcach np. 
C,G. Przechodząc iuż za ten ftán, wizyftkie warto- 
Sci y fą uroionemi; więc za punkt dotykania fię li- 
nia nie przeftępuie, ale od niego zwraca fie nazád. 
Ieżeli zaś za C znayduie fie mieyfce przyftaw uroio- 
nych; i znowu za G ku prawey idąc ftronie, mieyfce 
przyftaw rzetelnych; idzie zatem, że zmnicyfza: 
iac «wartość odcinku —x, czyl pomykaiąc fię od G 
ku. 4, wpadnićmy na krainę przyftaw uroionych, 
gdzie fię mufi fkończyć odnoga linii krzywey idącey od 
G, a zacząć fie granica uroionych przyftaw, przez 
które liniń krzywa nie przechodzk przeto znowu w 

; As tamtem 
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tamtém mićyftu, y bedzie przechodzić s ftanu rze- 
telnego na uroiony 'przez P*=Q, i przyltawa bę- 
dzie ftyczną, od ktérey linia krzywa cofnie fie na- 
zad. Na ten czas linia będzie miała dwie odnogi 
od fiebie oderwane MBDB, FmHm, ktéré będą nale- 
żyć do iedney linii krzywey, ponieważ obydwie wy- 
padaią z iedney funkcyi. $ 

Takowe oderwanć odnogi codo fwey poftaci i li- 
tzby zawifły od zrównania P>—Q=o. Ile bowiem 
zrównanie to zamyka pierwiaftków, tyle ieft mieyfc 
ma osi, gdzie przyftawa dotyka fie linii krzywey, 4 
pokazuie zwrdcanie fie odnogi od fwey ftyczney. 
Te pierwiaftki albo fą równe albo nierówne: w 
pićrwfzym przypadku pokazuią że dwie ftyczne 
ichodzą fie; które ieżeli przedtóm zamykały między 
fobą odnogę linii krzywey iaki¢ fy na fig. 4. GH,FE; 
sfzedłzy fie fazćm, odnoga ta zamienia fię w punkt 
nazwany PUNKTEM SPRZĘŻONYM (Pumftum conjuga- 
tum.) leżeli zaś dwie takowe ftyczne zamykały 
micyfce przyftaw uroionych, iakić fą FE, DC; sfzedł- 
{zy fie razem, odnoga Hmf oderwana, złączy fig 2 
odnogą BDB i powftanie stąd węzeł, iaki nam wy- 
rażą na figurze punkt I, i linia krzywa ftanie fig na 
tën czas Linią WĘZŁOWĄ (Curva nodata), W drugim 
przypadku, to ieft: kiedy zrównanie P—Q==o ma 
pierwiaftki nierownt, każdy picrwidltek takowego 
zrównania pokaże nám mieyfce na osi, gdzie przy- 
ftawa ftawizy fie ftyczną, znaczyć będzie odwrót li- 
nii krzywey, i iey odnogi oderwane. 
- Niech będzie y funkcyą tróy-kfztałtną x, zamknię- 
49 w zrównaniu y3—Py?+Qy—R=o, gdzie P, Q, R, 
zamykają % bez żadnege znaku pierwialtkowego 
Jeżeli zrównanie te zamyka wfzyftkić trzy pićrwiać 
ftki rzetelne, każdćy wartosci x będą odpowiada. 
trzy wartości na y, i linia krzywa: będzie trzy razy 
przecięta od przyftawy iak n.p. na fig. 5. w mi¢y- 
fcach. M, M, M, chyba że dwa punkta znidą fig razem 
iak.n,p, przyD, i natćn czas przyftawa ftawfzy fig fty- 

CZNĄ, 
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czną, naznaczy punkt dwoifty D.. Tezeli-zas zrowna- 

| nie 320 ftopnia zamykać będzie dwa pierwiaftki 
uroione, na ten czas przyftawa w iednym tylko 


i 
<- mi¢yfeu przecinać będzie linią krzywą, iak nám. Wy- 7 
2 raza fig. 6. to atoli przecięcie nigdy nie może uftać, Fig, 6 


` 


dla tego że trzeci pierwiaftek ftać fig nie może uro: ‘ 
ionym, i linia krzywa rosciągnie fie bez końca z oby- 
dwóch ftron początku odcinków: jeżeli trzy warto- 

ści na y będąc s początku rzetelne, ftaną fre potem 
uroionćmi na x dodatné lub odiemnć; linia krzywa 
przy 4 na fig. 6. iako przy początku odcinków mo- 

że mieć odnoge oderwaną iaką ieft BBE. Natura iednak 

i poftać tćy odnogi, a zatem i pofłać famey linik 
"krzywey nie może bydź znaną tylko przez rozwią- 3 
zanie zrownania zgo ftopnia i roftrząfanie natury jen 

go pićrwiśftków, Wiemy z $.20. Algebry że wartość 


3 
na y mufi zamykać w fobie prócz znaku V, znak 
iefzcze V; pod tym oftatnim znakiem zawarta fun- 
kcya, może mieć albo trzech mnożników nierównych? 
i na ten czas pokazuie nam trzy mi¢y{ca na osi zna- 
czącć odnogi oderwane: albo dwa mnożniki równe, 
które wyrdżaiąc zniyście fię dwóch ftycznych, odkry- A 
ią nam węzeł lub punkt fprzężony podług micyfca, 
przyftaw uroionych lub rzetelnych, między temi fty- 
cznómi zawartego: albo nakoniec wfzyftkić trzy 
mnożniki tey funkcyi pod znakiem v , będą równe, 
ina ten czes wyrdzaia zniyście fie trzech ftycznych 
razem. W tym oftatnim przypźdku powftaie w li» 
nii krzywey, KoNczysrość (Cufpis), iaka fobie ta; 
two wyftawiemy na fig. 4. ieżeli odnogę: BDB zaz- 
| mićnićmy przy I na punkt fprzężony. Wfzyftkie té 
| włafności obiaśnią nam przykłady w dalfzym ciągu 
| nafzey nauki, Uczyniwfzy -W zrównaniu 3g0 ftoz 
| pnia podaném y3=o, zoftanie fie Py2—Qy+k=o, 
| to zrównanie nie przeftanie iefżcze wyráżać linii zg9 
| porzadku; ieżeli P, Q, R, zamykaią x w ftopniu gcim; 
na ten czas. linią krzywą nie będzie tylko dwa razy 
przecinaną od przyftawy, jeżeli obie wartości na ¥ 
As fa 
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fq rzetelne, ale będzie mogła bydé trzy razy prze 
ciętą od linii proftćy, i té przecięcia okażą fie w 
trzech wartościach ńa x, o czem mowić będziemy 
nizey. 

Niech będzie y funkcyą ezterd-kfztdttng « wyra- 
żoną n.p. przez zrównanie y3—Py3+-Qy*—Ry+-S=0; 
To że zamykać może albo wizyftki¢ cztery picrwid- 
fiki rzetelne, albo wfzyftkie uroione, albo dwa rze- 
telne, a dwa uroionć; linia krzywą takićm zrówna- 
nićm opifand może bydź albo w czterech, albo w 
dwóch punktach przeciętą od przyftawy, albo w Za- 
dnym; iako- widzieć możemy na fig. 7. leżeli pier: 
wiaftki zrównania podanego zaczawlzy bydź rzetel- 
ne, ftaną fie potem na ziwize uroionemi; linia krzy» 
wa nie będzie mićć żadney, odnogi niefkończoney, 
ale fie zamknie między dwiema ftycznemi w miey- 
fcach prztyscia pićrwiaftków rzetelnych na uroione. 
Uważaiąc zrównanie moment ten przeyścia wyraża: 
iące, a razem naznaczaiące micyfce przyftawie fty- 
czney, uwśżaiąc ié mowię co do fwych. pićrwid: 
ftków, równych lub nierównych, podobnie iak w po- 
przedzaiących przykładach, znaydziemy mieyfca prze- 
cięć na osi RS, liczbę odnóg; oderwanych, węzły lub 
kończyftość linii ktzywey, co wfzyftko lubo nizéy ze- 
chcemy obfzerniey wyłożyć, nie ieft iednak od rze- 
czy namienić o tych prawdach, które s terażniey- 
fzych uwag wypadaią. 

Naprzod: że poznanie figury czyli ryfunku linii 
krzywey zależy od: rozwiązania zrówiania ią wyrá- 
Zaigcego, i. od roftrząśnienia natury iego pierwid- 
ftków. A zatem im zrównanie linią krzywą wyrá- 
żaiacé ieft wyżfzego ftopnia, tém ieft zawikleyfze i 
trudnićyfzć poznańie iey ryfunku. Owlzem takowe 
poznanie kończy fię na tych liniach, których zrówna- 
nid iefteśmy w ftanie rozwiązać.  Dofkonałość za- 
tem geometryi, zawifła całkiem od dofkonałości teo- 
ryi zrównań. 3 

Powtore: ryfunek linii krzywćy okazuie fie s prze- 

cięcia 
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cięciń idy od linii proftey, to zas przecięcie co da 
mićyfca, liczby, i gatunku, wypada z liczby i ga- 
tunku pierwiaftków. IeZeli y ieft funkcyą wielo- 
kfztółtną x daną przez zrównanie ftopnia n; każdéy < 
“wartogci. x będzie odpowiadać wartości rzetelnych 
na y albo- liczba. n, albo n—2; n—4, - - - n—k; k 
będąc koniecznie liczbą pźrzyftą. Każda więc przy- 
ftawa będzie przecinać linią krzywą w tylu. pun- 
ktach. Przypuśćmy n.p. że iedna przyftawa przeci- 
na linią krzywą. w m mieyfcach; wfzyftkie innć 
przyftawy mufzą ią przecinać w tylu mieyfcach, aże- 
by liczba przecięć różniła fię od. m liczbą parzyftą, 
deżeli więc raz liczba przecięć ieft parzyfta, wfzy- 
ftkić inné przecięcia linii krzywey od iaki¢ykolwiek 
przyftawy mufzą bydź w-liczbie parzyftey, gdzie 
rachowané bydź powinny punkta- podwóynć, po- 
troyne, i t. d. 

Potrzecie- Przecięcie ciągłe i nieprzerwanć nigdy li- 
nii krzywey od przyftawy, pokazuie odnogi niefkon- 
czonć. To zaś przecięcie fkutkiem ieft pićrwialtków 
rzetelnych w zrównaniu nie mogących fię nigdy ftać 
uroionćmi. Zrównamia więc nie mogące nigdy mieć 
wfzyftkich piérwidftk6w uroionych, czyli zrównania 
ftopni nieparzyftych wyrdżaią linie: krzywe maiącć 
koniecznie przynaymnićy dwie odnogi niefkończo= 
ne, iednę na ftronie odcinków dodatnych, drugą na 

` ftronie odcinków odiemnych; dodaię prayndymnicy; 
ponieważ dydz może więcey. takowych odnóg, ieżeli 
pierwiaftki wfzyftkić lub kilka z nich fą ftatecznie 
we wizyftkich wartosciach sc rzetelnemi. S$ czego 
fie zaraz oczywiście pokaznie, że linie krzywe wy- 
rażonć zrównaniem ftopnia parzyftego mogą nie 
mićć żądney odnogi niefkończoney; albo maiąc ie, li- 
czba tych odnóg bydź mufi koniecznie parzylta: ta -. 
oftataia włafność Ūuży liniom krzywym ftopni nie- 
parzyftych, to ieft: że liczba wfzyftkich odnóg. musi 
bydź parzyfta: a przeto nie może bydź żadna linią 
krzywa, któraby miała iednę tylko odnogę niefkoń- 

z czoną, 


Oddzieleni 
fzeczy ifto- 


tnych od arbi 
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ezong, to ieft ciągnącą fig z iedney tylko ftrony po- 
czątku odcinków. 

leżeli wartość przyftawy z rózwiązania zrówna- 
nid wypźdaiąca będzie wyważona przez ułomek n.p. 


y=— , takowa przyftawa ftanie fig niefkończoną ty- 


le razy, ilé razy Q bedzie zero, co nám pokazuie 
nowy przypadek, że nawet wartości fkończoney na 
‘x, może odpowiadać przyftawa niefkończona, co bę- 
dąc właściwe famym liniom krzywym maiącym od- 
nogi niefkończone, należyć będzie roftrząfanie tako- 
wych przypadków tam, gdzie o odnogach niefkończo- 
nych linii krzywych przypadnie nám mowić. 
‘S tych pićrwfzych uwag nad liniami krzywemi 
wydobytych z natury zrównśń, powinniśmy fobie 
~ wnieść łatwo gatunek dociekań, które nás w dalfzym 
ciągu tey nauki maia zaprzątnąć. Nim do tych przy- 
ftąpićmy, ftaraymy fie wprzód lepicy zrozumieć na- 
turę i odmiany znaczeń geometrycznych. 
II 


W wfzyftkich tych roftrzafaniach, to ieft tylko ti- 
€ niom krzywym iftotne, ze ich natura wyraża fie 
przez związek między dwiema wfpół-ufzykowanćmi 


tralaychwcho w zrównaniu zawarty. Oprócz tego wielć barzo 
dzących wzró rzeczy wchodzi od upodobania zawiłych, iako to: 


wnanie na lini; 
krzywą iaką 
kolwiek, 


è os; iey- położenie, początek odcinków: miéyfce wfpół- 
” ufzykowanych dodatnych lub odiemnych; kąt nako- 
niec który między fobą czynią odcinki s przyftawa- 
mi. Te wfzyftkię rzeczy iako arbitralnće mogą ró- 
Znym podpadac odmianom; a zatem dadź zrównaniu 
wyrazaigcemu linią iaką, niezliczoną liczbę poftaci, 
które przecięż nątury. linii przez to nie mogą uczy- 
nić odmienney, lakże fie tedy znaleśdź rozumowi 
nafzemu w srzod tylu odmian, i rozeznać czyl z 
wielu zrownan wyftawionych pod różną poftacią, 
każdć z ofobna wyrażą tę famę linią co i drugie, 
lub inną? „Wid zemy. że to zawifło od ogólnego ogir- 
nienid rzeczy, Zatrzymaymy fie w ea oer nad 
ażdą 
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każdą s tych odmian arbitralnych, a może tą drogą . 
doydzićmy do iakićy cechy, ftużącey nam ‘do roze- 
gnawania zrownan, a zatem do ułatwienia zacho- 
dzącey trudności. , GRE 
Zaczniymy od początku odcinków, i dźymy n.p. Odmićniź ‘fie 
Że rachuiąc ić naprzód od 4. (Fig.8.) chcemy ić po- począsck ote 
tem rachować od D, iakze fie nafze zrównanie w sinkows 
tym razie odmieni? Nazwiymy DP(t); AD(f), a bẹ- 
dzie x-+f=t, czyli x==t—f, tę wartość x, ftófowną 
do nowego początku odcinków, włożywizy w po- 
- dané zrównanie, otrzymamy  zamiafi związku 
między x,y; ten fam związek między ł, y; aże f 
brać może niefkończoną liczbę wartosci; zrównanie » 
nafzć przez tę fame różność odmienić fie w niezli- ug; 
E. p. TRZEJ * an iga Bo 
czonć fpofoby może: ieżeli iednak maiąc dwa zró- 
wnaniá między fobą na pozór różne, włożywfzy w 
jedno z nich za x, ttf; . odmienię ié na drugie, mam , 
prawo bydź pewnym, że takie zrównania obydwa i 
wyráżaią te fame linią, ale w każdćm z nich odcinki 
poczynaią fie w inném micyfcu. Położyłem tf; po- 
nieważ iezeli początek ddcinkéw pofuwa fię ku le- 
wey ftronie, wypadnie x=t—f; ieżeli zaś ku prawćy 
będzie x=t--f. SG 
Wyftiwmy fobie terdz, Że fie przyftawy odmicnia- ©dmićniś fig 
ią, to ieft: że PM zamieni fig na P'M, albo P"M; EA 
chcąc tę nową kondycyą wprowadzić w zrównanie 4 
między x, y; przez P', lub P" prowadzę os rs ró- 
vno-odległą pićrwfzćy; nazywam A'A, różnicę mię- 
dzy nowćmi i dawnémi przyftawami (g); nową zaś 
przyftawę PM, albo P'M, (u); wypadnie więc 
yqg=u; Czyli y=utg; znak wyżlzy należy do P^; 
niżfzy do P"; włożywfzy tę-wartość za y w zró- 
swnanie, otrzymamy nowć między wu, x, zamiaft pier- 
wfzego między x, y; w tém zrównaniu możńa ie- 
fzcze dla tey iednéy kondycyi różnć czynić odmiany; 
dla tego że g mićć może różne, iaki¢kolwiek <war- 
tości, ale te wfzyftkie odmiany zoftawia. tę famę 
naturę linii; tak dalece; że ieżeli z dwóch zrównśń 
sóżnych 


Gdmiana po- 
exatku odcin* 
ków i przye 
ftiw razćm. 


Odmiana osi 
pionowćy, 


Oś pionowź 
przemicnia fie 
na ukojna, 


Fig. 9e 
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różnych na pozór, iedno potrafię zamienić na drugić, 
kładąc w nićm-za y, utg; pewien ieftem, Że obywa - 
iednę wyrażają linią, lecz każda z nich bierze ró- 
żnéy- wielkości przyftawy.’ 

_leżeli zaś iak przyftawy tak początek odcinków: 
odmienia fig razem n.p. że nie tylko PM odmieni fię 
na P'M, ale i A' przeniefie fig na D', na tea czas 
wyrażćmy obydwie te kondycye w zrównaniu, poło- 
Żywfzy za x, (ttf); a za y (ug), a tak zrównanie 


między x,y, przerobićmy na inne między t, u; któ- 


re te fame linią będzie wyrdzad co i pierwfze. 
Przypuśćmy teraz że oś RS odmieni fwoie miey- 
fce, i przeniefie fie na R'S' pionewo do pierwfzey, 
na tén czas R'Q=PM, QM=RP. ieżeli n.p, R' było 
początkiem odcinków, w tey nowćy odmianie dá- 
wne odcinki ftaną fie teraz przyftawami, a dawne 
przyftawy odmienią fię na odcinki. Położywfzy 
więc. w zrównaniu nafzem x za y, i y za x; wpro- 
wadzemy tę nową kondycya, która nic w naturze 
linii nie odmieni. Ieżeli iefzcze ftrony wipół-ufzy- 
kowanych dodatnych i odiemnych chcemy odmienić, 
tak n.p. że przerabiaiąc zrównanie na t, u; tę ftronę 
która przed tem naznaczona była dla linii dodatnych, 
weźmiemy za ftronę odiemnych; a ftronę odiémnych 
przeniefiemy na ftrone dodatnych; w tym przypadku 
nie należy tylko za t położyć —t; a, za u, —u; a 
wfpomniona kondycya będzie wyrażona. ea 
Póydźmy iuż do zawikleyfzych odmian, i dymy 
że oś RS na fig. 9, przeniefła fie na rs, przecinając 
pierwiza w początku odcinków, i czyniąc z nią kąt 
PAs, który nazwiemy da utrzymawfzy iefzcze tę 
kondycyą że wipół-ufzykowane fą pionowémi, iakze 
wyrażemy tę nową odmianę? Przypatrzmy fig uwa- 
ga, Że w tym ftanie dawné wfpół-ufzykowane AP, 
PM, przemieniaią fie na AQ(t), OM(u), prowadzonć 
od tegoż famego punktu M, pionowo do nowćy osi. 
Należy więc: wyrazić x, y, przez funkcyą kąta >, 


“i przez te przybyfze lub uimki, któremi fie powię- 


"kfzyła 
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„akKZYła tub zmnicyfzyła którź s wfpół-ufzykowanych 
"AP, PM. Na ten koniec nazwiymy Wi. ©, (m). 
‘Doft. 4, (n). a:wziawizy iednosé za promień po- 
dług nafzégo zwyczaiu; wypadnie mm+nn=1. Od owe 
P, pociągniymy pionową Pp rowno-ległą QM, dru- 
gą Pq, rowno-odległą rs. Będzie Pp=4P.Wi. Q xm; 
Ap=x.Doft.g=xn. A ponićwóż kąt PAs= kątowi 
PMq=ę; będzie PqzzPM.W/ł.Q =Ym; Mq==PM.Doff. 
Q=yn. Aże 4Q(t)=4p—Pq=nx—ym; QM(u)=Mq 
+Qq=Mq+Ppzyn+xm; przeto mamy: t=nx—ym; 
u=yn+xm. A s tąd nięmu=xX, - > - nu—mi=y. 
_ Włożywfzy więc w podane zrównanie za %x,(nf+-mu); 
a za y, (nu—mt), przerobiémy ić na inné do osi rs. 
Teżeli rs. przeniefie fie nad RS, na ten czas kąt Os» 
będzie odiemnym, a zatem i iego wftawa. 
Chcąc iefzcze ogólniey rzecz uwśżać, daymy ŻE OŚ zebranie wiz 
RS przemićnia fig na rs iako nam fig. ro. pokazuie, (rich Ró 
i że z osią początek odcinków przenofi fig na D, dzaiących ode 
chcąc te nowć kondycye wciągnąć w zrównanie; od mian, 
D ciągnę linią DL równo-ległą osi RS, a pytanie na- 
fze zamknie poprzedzaiącć odmiany, to ieft: że w 
poprzédzaiacém działaniu x powiękfzy fie wielko; fig: 10 
ścią AD(f),. a y wielkością OP(g), przeto włoży- 
wfzy w poprzedzaiący wynaldzek za x, x+-f; a za 
Y, y+g, wynaydziemy u=yntgn+xm+mf - - 
t=xn+nf—ym—gm, a s tad wyciągniemy x==nt+- 
mu—f; - - y=nu—mi—g, które wartości włoży- 
wfzy w podane iakie zrównanie, przerobićmy ie na 
inne, którego oś będzie fie nachylać do pi¢rwizey ka-  . 
tem g; i w którem iak przyftawy tak odcinki będą - .-. ,. 
innéy wielkości, to iednak zrównanie nic w naturze ' 
linii nie odmieni. Wniesmy fobie łatwo, że takowe 
linii wyrażenie ieft barzo ogólne, przypuściwfzy 
wfpół-ufzykowane pionowe, ponieważ ono zamyka 
w fobie wizyftkié inne, iako lekka uwaga każdego 
9 tem przekona, Powtóre że takowe źrównania, s 
. których 
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których iedno przerabia fie na drugić, wyrśżaią tęż 
famę linią lubo pod inną poftacią. ; 
Ale iefzcze chcąc uwagi nafzé do nayogólnicyfzych 
wfpół-ufzy- przywieśdź początków, odmieńmy nawet i tę kondy- 
kowane pio- cya że wfpół-ufzykowanć fą pionowćmi, i wyftaw- 

nowe odmie- 205 > oS IRAR AS 
iaią fig na u. MY fobie, że one fie nachylaią do fiebie kątem 4, s 
koine, tym warunkiem, że ten kąt ieft ieden dla wfzyftkich, 
i _ Dla iaśnićyfzego poięcia rzućmy okiem na fig. 8. 
i zaddymy fobie do wynalezienia zwiążek między: 
AL LM, naktonionémi kątem ALM (4), zamiaft AP 

Fig,a, i PM pionowych. W tym przypadku Al=t - - 


= Y py Pty kate: 
IM=u=—2 —, P=: —=uDof.l; a nazwśe 
i 7 TE m uDofł. 4; W 


— 


whey Wy, (p); Doles (qs będzie u= Bs - - © 


t==x-uq; zaczem y==pu; x==t—uq; włożywizy te 
wartości na mieyfce x,y, w podanć zrównanie, prze- 
robićmy ić na inné, które wyrażać będzie naturę li* 
nii krzywey, przez wfpół-ufzykowanć nakłonione do 
fićbie kątem x). 1 przeciwnie; maiąc zrównanie mię- 
dzy. t, u, wipółrufzykowanćmi nakłonionemi do fiebie 


kątem 4, włożywfzy na mićyfoe (x+ Idy, a na 
P 


mieyfce u, Ë); przerobiémy ić na inné między x,y, 


wfpół:ufzykowanemi pionowo, zoftawiwfzy te fame 
‘os i ten fam odcinków poczatek, 

. j i Na koniec odmieńmy iefzcze to*w[zyftko, i wzią- 
i winny wizy na fig, 10, za początek odcinków D; oś: iaką- 
op odnidn kolwiek rs, dwie wpółufzykowanć, DT(r), TM(2) 
wyciąga fig pochyłć kątem DTM(Ą); {zukaymy wartości x, y, w 
PAG funkcyach dwóch kątow i nowych przybyfzów. Na 
RE mieć ten koniec od D:do osi RS, wyńolzę. lmią pionową 

DG, którą nazywam g; AG(f). Od D wiodę linią 
‘Figo DL-równo-odlegią RS: kąt QDL nazywam 4; iego 
- Witawe 
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Whawe (m), Doftawę (n); WJ. 4» (a); Doft. d, (b). 
Od M do nowéy osi fpufzczśm pionową MOQ(u)» 
DOQ(t). 'Mimy s poprzedzających wynalizków z 


5 i u 
x=ni+mu— f, - -yzznu—mi-—g; teraz zas OIS 
NOM a 


'TM(2)= l: DT(=DO+OT=HF R bz. Wiee 
a 4 . 
f—r—bz - - u=az. Włożywfzy te wartości na tu, 
w zrównania wyzey wyrażonć na x, y, wypada: - - 
x==nr—(nb—ma)z—f, - - y= —mr+(na+mb)z—g, 
gdzie nb—ma=Doft. AVM, na+mb=Wft. AVM; wto- 
Żywfzy więc za x,y, tć ich wartosci w zrównanie po- 
dane, przerobićmy ié na zrównanie nayogólnieyfze li- 
nii krzywey, ponieważ to nie ieft przywiązane do 
żadnego fzczególnego warunku, ale ié wfzyftkić w 


fobie zawiera. t 


Te famé fpofoby flużą nám do náyogólnieyfzego 
zrównania linii proftey. Niech będą dwie linie pro- 
ftć rownó-ległć na figurze rr. RS, MN, wfzyftkie 
przyftawy PM, będą, fobie równe, a zatem zrównanie 
szc: chcąc'ić przerobić na zrównanie ogólne do osi 


7s; mam s poprzedzaiących -wynalagkow y=nu— 
_mt—g, czyli nu—mi—g—c==o. A chcąc iefzcze wfpół- 


ufzykowańć mieć ukośne; kłade za t, r—zb; za u, 


saz; i wypada (na-+mb)z—my—g—t=0, a rozmno- 


żywfzy ić przez ilość ftateczną k did tym ogólnićy- 
fzćgo wyrazi, i nazwawfzy kaa+-kmb==a', —mk=D'; 
—k(g+c)=c', otrzymam: : 7 

„a' z4-b' rc =o. 
Zrównanie nayogólnićyfzć na linią proftą, które ze 


żeft igo"ftopnia,idzie za tem, że wizyftkie zrównania, 


igo ftopnia ozndczaia linią profta.’ 
Weżmy za drugi przykład koło iako, linią krzy- 


wą wiadomą zgeometryi początkowey, a chcąc wyna-. - 


lesdź punkt M, fig. 12. fzukaymy związku między 

4P=x, i PM=y. Ten związek. poddaie nim Geo- 

metrya Euklidefa, która nas uczy że PM.ieft śrzednią 
B2 propor- 


Fig, Efa 


Fig: tło 


20 GEOMETRYI WYŻSZEY 
proporcyonalną między AP i PB; nazwiymy AB=zg, . 
będzie PB=g—x, a przeto: f 
AP:PM;:PM:PB to ieft: xs:y:iy:g—x s kąd wypá 
da zrównanie na koło: 
Gee et ee 
chcemy naprzód poznać, czyli zrównanie yi=at—x2 
wyraża także naturę koła: przeniesmy początek od- 
cinków z A do śrzodka Ç, tak że CP będzie odcin- 
kiem, który nazwiemy 2, PM przyftawa y; ponić: 
wat CP=CA—AP= zg—x==z, będzie więc x=zg—£ 
włożywfzy tę wartość w (a) przerobićmy to zró- 
wnanie na yż= zg2—z?, które ieft takićm iak - - 
y*=0—x* gdzie a= zg; więc zrównanie y?==a*—x? 
ieft także zrównanićm na koło, w którćm a ieft pro: 
mieniem, a początek odcinków wzięty w śrzodku 
C. Trudność więc nafza iuż fie doftatecznie ułatwi- 
ła. Maiąc kilka zréwnan, a chcąc fie przekonać, 
czyli, te wfzyftkić iednę linią krzywą wyrdżaią, 
biorę za x, y, wartości wyciągnionć s poprzedzają 
cych odmian, za pomocą których otrzymam zrówna- 
nid pod wielu poftaciami; potem ndypodobnitytzé 
między fobą równam co do każdego terminu, a stąd 
wypadną mi zrównania fzczególne na oznaczenie ilo- 
Sci f; g,m, n, i t.d. fluzace; ieżeli tyle ich otrzymam 
ilé mam nieoznaczonych ilości, i ieżeli nowe wfpół- 
ufzykowane fą w tymże ftopniu co i dźwne; pewien 
ieftem, Ze zrównania moić należą do tey famey linii 
krzywey: s tą różnicą że w nich zachodzą odmiany 
odpowiadaigce wartościom wziętym za x,y. 
. IV. f 
S poprzédzais > Nauezylismy fie iuż, A zrównanie na jakąkolwiek 
ne linią może fig zamićnić w niezliczone poftaci, które 
Asn chiens nic nie odmieniaig w naturze famey linti: ale iefzcze 
krer zrównáń nje znamy pewnego charakteru, któryby nám za 
siwiacy za  pierwfzem rzuceniem oka dał fie przekonać, Że zró- 
ene whanid należą do różnych linii. Łącząc początki 
sól klafsy, geometryczne s początkami myślenia, powinniśmy fig 
zaraz 
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zaraz domyślić, że takowego charakteru należy nam 
upatrować w naturze funkcyi iako iedynem zrzodle 
nafzych dociekan. Powtore: że ten charakter tak ifto- 
tny powinien był zoftać nienarufzonym przechodząc 
przez wfzyftkie odmiany, które dopuścić może ia- 
kićkolwiek zrównanie;  ieżeli natura linii w tych 
wizyftkich różnościach jeft zupełnie ocalona. Oświć- 
ceni temi dwiema prawdami, wróćmy fie uwagą do - 
działań $ poprzedzaiącego, a tam wpadnie nam za- 
ráz w oczy, że przerabiaiąc na różne poftaci różne 
zrównania, otrzymaliśmy w tych wfzyftkich prze- 
mianach zawfze tenże fam ftopień między wipół- 
ufzykowanćmi, tak dalece: że każdć zrównanie prze- 
branć w infzą poftać, ani fię przez to zniżyło, ani 
podniofło do wyżfzego ftopnia. S kąd mamy prawo 
upewnić fig, że ftopień zrównań ieft iftotną cechą 
oddzielaiącą ić iednć od drugich, tak dalece; że zró- 
wnaniź różnego ftopnia, należą koniecznie do różnych 
linii krzywych. Ten naypewnieyfzy charakter obi€- 
ramy fobie z J.P. Gulerem za zafadę klafs, na którć 
linie dzielić będziemy. Podziały takowe nazwiemy 
PORZĄDKAMI (Ordines).. Do pićrwfzego porządku 
nalezy¢ będą wfzyftkić linie oznaczonć zrównaniem 
igo ftopnia między dwiema wfpół-ufzykowanćmi 
x,y; iakiem jeft zrównanie ogólne: 
a+bx+-cy==0: i 

którć wiemy, że należy do linii proftey: a zatem li- 
nid profta zamknięta będzie w pićrwfzym porządku, 
o którey náuka należy do geometryi poczatkowey, a 
i przeto od teraźnieyfzego nafzego zamiaru daleka. 

W drugim porządku będą linie zamknięte w zró- 
wnaniu nayogólnieyfzćm 2go ftopnia między x, yż 
iakićm ieft: 

atbx-+cy+-dx2+exy+fy°—=0. 
do którego należą fławnć linie krzywć pod imieniem 
UcINKÓW. OSTRO-KRĄGOWYCH (Seétiones Conicae). 

Trzeci porządek zamknie wfzyftkić linie oznaczonć 

zrównaniem nayogélni¢y{zém 3go ftopnia między x,y. 
B3 G+Dx 
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a+bs+ty+dx*-exy+fy*+gxsthxty-rixy?-Lkysaep: 
W «czwartym porządku umiefzczćmy linie zawarte 
w zrównaniu nayogólnieyfzem 4go ftopnia, 
a+bx+cy+dx?+-exy+-fy?+gx34hx*y+-bcy?-Pky3+-1x4+ 
mx3y+nsxcży?++pxy3+Ty=20. R 
Idąc tym fpofebém do wyżfzych porządków, po- 
trzeba nam na każdy znich podadź zrównanie zamy- 
kaiącć naprzód x, y, w potędze temu porządkowi 
właściwćy: powtore  wfzyftkić kombinacye między 
x,y, w tymże ftopniu, i wfzyftkich innych które go 
poprzedzają. A co na iedno wynidzie, Że każdy 
porządek powinien zamykać w fwem żrównaniu ca- 
łe zrównanie porządku poprzedzaiącego, i oprocz te- 
go terminy ze wfzyftkiemi które tylko powftać mo- 
gą mnogościami x, y, fkładaiącemi potęgę porządku 
danego: tak n. p. zrownanie na porządek piąty, za- 
mykać powinno całe zrównanie porządku czwartego, 
i oprócz tego terminy z mnogościami. 
y5; x5, yrx, xy, Ux, xs y?,1 
każdą s tych mnogości iak widzemy czyni potęgę 
piątą. Takowych przybyfzowych terminów do zró- 
wnania. porządku poprzedzaiącćgo, liczba ieft n+, 
gdzie. m znaczy wykładnika porządku podanego: 
Przeto liczba terminów wchodzących w zrównanie 
na iakikolwiek porządek n, wyrazić fie może przez 
liczbę terminów porządków poprzedzaiących. Ta- 
, kowy wyraz zamyká fzereg poftepu arytmetycznego. 
(n--1 )+n+-(n—1)+-(n—2)+(n—3)+(n—4)+(n—s) 
+(n—6) i t.d. í 
Zbiór więc czyli fumma tego fzeregu dá nám liczbę 
terminów wchodzących w zrównanie na lińie po- 
rządku n. Tę fumme wyndydziemy łatwo za po- 
mocą zrownan (4), (B), w $. 47. Algebry, uczyni- 
wizy a=n+i, u=0, b=— 1. a zrównanie haprzód 
„ (A) da nam liczbę terminów w fzeregu, czyli 
<- —(n+z) i i A 
x= -——— =n+2, s czego za pomocą zrównania 


=] 
(B) 
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l B) znaydziemy fumme = (nt1) (n42) zęównanie 
2 = 

więc na linie porządku 7, zamykać powinno terminów 

(nt1)(m+2) | 


2 
Łatwo fobie każdy bez oftrzeżenia wniefie, że 
chcąc fądzić o ftopniu zrównania, a zatćm o porząd- 
ku linii, którą wyraża, należy ić wprzód ofwobo- 
dzić od znaku pićrwiaftkowcgo, ieżeli iaki zamyká, 
n.p. y2=V ax+x?: zdaie fig bydź drugiego porzad- 


ku; w rzeczy atoli famey wyrzuciwfzy znak pier- 
wiaftkowy, ieft czwartego: yax +x, 
y 


Zaftanowiwfzy fię nad ftopniami zrównań, wpa- A 
dnie podobno nie iedćn z nas na tę myśl, że zró Erzelkrosi a 
po Oo gy ess zrównanie zia 
wnanie iakiegokolwiek ftopnia może fie fkładać Z gone, wynika 
zrównśń ftopni niżfzych iako fwych mnożników, na iące z mnożc- 
którć w takim przypadku možná ić rozebrać. Zna- nia zrowna | 
laztfzy takowych mnożników iednó-kfztałtnych, Raina 
żdy z nich oznaczać będzie linią tego porządku, do *** i 
którego należy. Złożywizy ich więc znowu w ie- 
dno zrównanie, możeż stakiego fkładu powftać nowa 
liniń ciagła wyżfzego porządku? Teorya generalna 
zrównań w  pierwfzey Części Algebry wyłożo* 
nai dobrze rozumem obięta, uczy nás, że to bydź 
nie może: że ieżeli zrównanie iakiegokolwiek ftopnia 
powftato. z mnozenia zrównań niżfzych ftopni, nie 
rodzi fię stąd żadna nowa linia, ale to zrównanie ieft 
fkładćm “wizyftkich linii, wyrażonych przez niżfze 
zrównanie, s których tamto powftało: tak n.p. zró- 
wnanie 3go ftopnia ieżeli powftało z mnożenia zróWwna. 
nia 2go ftopnia przez zrównanie 1g0, i ieżeli pierwid- 
fiki w pierwfzem nie fą uroionć; każdey -wartosci %, 
będą odpowiadać trzy przyftawy; ‘S których dwie 
bedą nalezyé do linii 2go porządku, a trzecią do li- 
nii pićrwfzego.  leżeli zaś powftało z mnożenia 
trzech zrównań igo ftopnia; wfzyftkie trzy przyftae 
B4 - wy 


Wykładaią 
fis włśfności 
ogólnć Linii 
każdego po” 
fzadku, 
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wy należyć będą do linii proftych. S tąd wypddaig 
dwa wniofki barzo oczywifte: Naprzód: że każde 
zrównanie wżyrśżaiące linią iednę ciągłą pewnego po- 
rządku, nie powinno bydź rózbieralne na żadnć mno- 
Żniki iedno-kfztattné wymierne, któreby fkładać mogły 
zrównania ofobne na linie innych porządków. Powto- 
re: ieżeli które zrównanie może fie rozebrać na tako- 
wych mnożników; nie wyráżá linii tego porządku, 
który ielt przywiązany do ićgo ftopnia; ale ieft fkła- 
dem tych wfzyftkich linii niżfzych ftopni, którć poka- 
zuią iego mnóżniki, i dla tegoć to taki gatunek zró- 
wnań nazywé fie SKŁADANYM (Aequationes complexae). 
Dorozumiewa fię każdy, że tylko pierwfzy rodzay 
zrównań należyć może do nafzego zamiaru. Nie po- 
trzeba nám fie zaftandwiać nad różnemi kombinacy- 
ami zrównań niżfzych ftopni, s których powftać mo- 
Że iakiekolwiek zrównanie fkładanć; wiemy bowiem 
że n.p. zrównanie 4go ftopnia, moze powftać albo z 
dwóch zrównáń 2go ftopnia, albo z zrównania 3go, 
przez zrównanie igo ftopnia, albo sczterech zrównán 
igo i t.d. każdćy s tych kombinacyi odpowiada in- 
ny zbiór linii, ć 
$. VI. 
Maiąc w pamięci początki wytłómaczone w $. ż. 
i wiemy doftatecznie, że nadyiftotnićyfzą włafnością ka- 
żdćy linii krzywey iakiegokolwiek porządku ieft 
przecinanie ićy od linii próftey; liczba takowych 
przecięć uczyłaby nas zawfze o ftopniu zrownania 
wyrdżaiącego tę linią; gdyby wfzyftkie icy pierwia- 
ftki były rzetelnć, co do ilosci odmienney naywyżfze- 
go wymiaru. W tem bowiem przypufzczeniu za- 
wfzeby przyftawa przecinała ráz linią go, dwa rä- 
zy linią 2go, trzy razy linią 390, n razy linia ngo 
porządku. Ale że w zrównania wchodzić mo- 
-g3 w liczbie parzyftey pierwiaftki uroionć, prze- 
to liczba przecięć nie uczy nas więcey, iak tylko, że 
linia nie może bydź niżfzego. porządku nad ten, któ- 
ry wyraża liczba przecięć; ale czy nie jeft wyżfzego 
i porządku 


Ę 
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porządku nic nas nie uczy. Wiedząc np. że linia 
laka może bydź w dwóch mieyfcach przeciętą od 
proftćy; pewni ieftesmy; że ona nie moze należyć 
do igo porządku; ale może należyć do któregokol: 
wiek z wyżfzych. S tąd iefzcze i to wnieść możŻe- 
my, że linia iakiegokolwiek porządku m, nie może 
bydź więcćy nad n razy przeciętą od linii proftey. 
Liczba takowych przecięć zmnieyfzyć fig może albo 
dla pierwiśftków uroionych, albo dla terminów bra: 
knących w zrównaniu. -leželi zrównanie podanć za- 
myka terminy naywyżfzćgo wymiaru co do każdey 
z ofobna ilości odmienney, w linii takowem zró- 
wnanićm opifaney nie może braknąć liczba przecięć 
tylko pźrzyfta: bo ten niedoftatek wypádá s pierwia: 
ftków uroionych, które fię nie mogą znaydować tyl- 
ko w liczbie parzyftey. Ale ieżeli w zrównaniu na 
linią krzywą braknie terminów naywyżfzego wymia- 
ru iedney ilości odmienney, liczba przecięć w tako- 
wey linii może braknąć parzyfta lub nie parzyfta, i 
tak n.p. dwa zrównania y+ny+bxc2+0x3+d=0. - - 
yrax3+dx*+-=0. wyróżaią dwie linie 3g0 porząd- 
ku, s których pierwfza dwa razy tylko bydź może 
przeciętą od y, a trzy razy, lub raz od x. Druga 


„zaś, raz tylko bydź może przecięta od przyftawy y, 


a trzy razy lub ráz od osi; w obydwóch liczba prze- 
cięć od x, nie może braknąć tylko parzyfta, ale li- 
czba przecięć od y, w pićrwfzcy nieparzyfta, a w 
erugi¢y pźrzyfta braknie. 

Liczbę przecięć linii każdego porządku od linii 
proftćy, wyciągnąć możemy z iey zrównania, połor 
Zywizy y==0, tym bowiem fpofobem otrzymamy 
zrównanie tegóż [amego ftopnia na x; którego pier- 
widftki ieżeli będą wfzyftkić rzetelne, odkryią 
nam mieyfca, w których linid przecina oś: ieżeli zaś 
będzie zamykać niektóre pićrwiaftki uroione, liczba 
przecięć tylć razy będzie mnieyfza, ile ieft pierwid- 
ftków uroionych. Ze zaś oś ieft linią proftą, którey 
położenie ieft arbitralne; kładąc y=0 w zrównanie, 

Bs prowa- 
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prowadzemy oś przez té wfzyftkić mieyfea, W któe: 
rych linia krzywa bydź-może przecięta od profićy, 

Zoftaie nam teraz roftrząlnąć ilości ftateczne, ktoré 
wchodzą w wfpół-czynniki zrownan iakiegokolwiek 
ftopnia. Wyrdżaią one pewne mieyfca przywiązane 
do ich wartości fzczególnych, przez które linia krzy: 
wa ma przechodzić; $. bowiem 3. oświćcił nas, ze 
różne wartości ilości ftatecznych odmieniaią wielkość 
i położenie wipół-ufzykowanych, a zatćm przenofzą 
punkta linii krzywych z iednego mieyfca na drugie, 
zoftawiwfzy ie tylko przy tym famym związku któ: 
ry ieft iftotny. Chcąc więc linią iakiegokolwiek po- 
rżądku przez pewne iakie mićyfca prowadzić, i do 
pewney iakićy osi ftófować, należy w zrównaniu 
wfpół-czynnikom ftatecznym nieoznaczonym a, b, 0, 
i td: pewne nadadź wartości przywiązane do tych 
micyfc przez które ma linia przechodzić. Ze zaś 
zrównanie na linią porządku n, zamyka . =- - = 
ONA terminów, -a zatem tyleż w(pół-czynni- 

2 

ków nieoznaczonych, nadawizy pewnć wartości ter- 


+i AIZ n(n PEN 
he UW 2) = ( 2, oftatni iuż przez 


mino 


2 2 

to famo ftaie fie oznaczoném dla związku konie-- 
tznego s pierwfzemi zawartego w zrównaniu. Tak 
n.p. linia profta ma trzech wipół- czynników nieo- 
znaczonych, s których nadawizy dwóm pewną iaką 
wartos¢, trzeci iuż przez to famo.weźmie oznacze- 
nie wypadaiącć z związku, który między hiemi za- 
chodzi. Te dwie wartości, naznaczą dwa punkta, 
przez które linia ma przechodzić, przeto do ozna: 
czenia pewney linii proftey potrzeba koniecznie 
dwóch punktów; prawda, którey nas geometrya po- 
czątkowa nauczą. Nie maiąc.tylko ieden punkt, czy- 
li iednego tylko wfpół- czynnika oznaczonego, linia 
zoftaie nieoznaczoną; to ieft: ze przez, tén punkt nie- 
fkończona liczba linii bydź może prowadzonych. 

Zrównanie 


CZ "IE 


śZrównanie na linie 3go porządku potrzebuie pi 


„dząc przez pewnć mieyfęa, 
„me mićyfca nie mogła przechodzić, potrzeba do tego 
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ąciu 


pewnych wartosci, czyli do oznaczenia pewney linii 


-2g0 porządku trzeba koniecznie pięć punktów, przez 
„które iedna tylko a nie infzá linia 2go porządku 


może przechodzić; maiąc ich mnićy, liniń będzie nie- 
oznaczon4, i przez té punkta niefkończona liczba li- 
nii zgo porządku może bydź prowadzona. _ Chcąc 
linią 3go porządku tak oznaczyć, aby ona przecho- 

żadną inná przez te fa- 


9. punktów: maiąc ich mnicy, przez nie, niefkończo” 
ná liczba linii 3go porządku bydź może prowadzona. 


"Toż famo mowić o innych porządkach. W zndcze- 


niu atoli wfzyftkich punktów, to ieft fzczegolnego, 
Że zrównania odkrywaiące wartosci pewne na wfpół- 
czynniki a, b, c, i t.d. wfzyftkić fą 1g0 ftopnia. A 
zatem żaden punkt, gdziekolwiek go obierzemy, nie 
może wypaśdź niepodobnem. Ieżeli «atoli więcćy 
punktów leżeć będzie w proft, niżeli bydź może 
przecięć w linii pewnego potzadku, na ten czas wpa- 
dniemy na zrównanie złożone; tak n.p. gdyby w 
zrównaniu 2g0 ftopnia 3. punkta były wproft; -po- 
nieważ linia 2go porządku nie może bydź w trzech 
mieyfcach przecięta od proftcy; zrównanie nafzć za- 
mieni fie na zrównanie złożone Z dwóch linii pro- 
ftych, 
§. VII. 

Uwáżać tylko linią krzywą iako mogącą: prze- 
chodzić przez różne mićyfca, ieft to iedno co uwa- 
żać dwie wfpółufzykowane co do różney wielkości, 
ico do różnego względćm fiebie położenia; między 
któremi iednak zachodzący ftófunek, i całkiem za- 
wifly od związku ilości w zrównaniu zawartych zo- 
ftaie tén fam; ieżeli zrównanie ieft co do związku 
ilości nieodmiennć, Takowa uwiga różnych. poło- 
żeń iedney linii krzywey ciągnie za fobą odmianę 
ilości ftateeznych, to ieft: że chcąc, w różnych poło- 
Zeniach linią krzywą uważać, mufzćmy ilości ftate- 

Bo cznć 


Podobienftwo 
linii krzy- 
wych, 


Fig, 13° 14, 
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ezne odmićniać: ieżeli te ilości odmićniaią fie przez 
‘Madanie im co ráz różney "wartości; linia krzywa s 
tąd wypźdaiąca nie odmieni fwego porządku, ale 
może odmienić fwóy gatunek z odmianą położenia: 
ieżeli zaś té ilości ftateczne odmieniaią fwoię wiel- 
kość dlá tego tylko, że fie odmienia iedność, czyli 
linia wziętą za miarę porównywania; linia krzywa 
Ww tym przypadku odmienia tylko fwoię wielkość 
nie odmieniaiąc gatunku. I dla tego kiedy zrówna- 
nie na linią krzywą zamyká iednę tylko. ilość ftate- 
„czną fłużącą za miarę różnych odmian w wipdt-ufzy- 
kowanych, odmićniaiąc tę ftateczną ilość, wypadaig 
linie krzywć nie różniącć fie od fiebie tylko po- 
łożeniem i wielkością, którć nazywać będziemy Li- 
NIAMI PODOBNEMI (Curvae fimiles), n.p. zrównanie 
na koło y*=2ax—x2, zamyka fam tylko promień 


« a, który odmićniaiąc, otrzymamy koła różnych pro- 


mieni między fobą podobne, Zréwnanie na linią 
krzywą 3g0 porządku y8—2x3--ay*—ay?x-+-207y=0- 
-(G) maiac także iednę tylko ilość ftateczna, wyráżać 
będzie niefkończoną liczbę linii między fobą podo- 
bnych odmićniaiąc w niem a. Do zrdzumienia do- 
kładnićyfzego tych podobnych linii wyftawmy fo$ie 
Że fig. 13, 14, wyrdżaią dwie linie,krzywć między fo- 
bą podobne i zamkniętć w zrównaniu (G), w któ- 
rych 4B, CD, fą ilościami ftatecznemi, a to ieft, Że 


AB==a odmieniło fie na CD= a nazwawfzy AP=x, 
n. 


PM=y, będzie CL= ka iN= I, będzie więc- - - 
n n 
AP: CL=4B: CD=PM: LN, to ieft że będą fig miały 
wfpół-ufzykowane w obydwóch tych liniach, iako 
fig maig ich ilości ftateczne 4B, CD: i wfzyfikić li- 
nie jakiekolwiek pod iednym kątem w obydwóch 
tych liniach prowadzone iako. to n.p, MQ, MO, be- 
dą fię miały iako AB: CD; ich zaś płafzczyzny iako 
potęgi drugić tychże ilosci ftatecznych 4B?: OD”, 
W iednym 


ET 
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W iednym więc zrównaniu uważać. możemy. nie- 
fkończoną liczbę takowych linii krzywych biorąc 
ilosć ftateczną za odmienną. Takową fłateczną 
ilość fłużącą do porównywania odmian w fpół-ufzy- 
kowanych przybraną nazywać będziemy odtąd. LINIĄ 
RÓWNANIA (Parameter). 

Tu iuż powinniśmy poznać droge, którey nam fig 
trzymać należy w. ciągu teraźnieyfzej. nauki. Uwa- 
dae nafamprzód będziemy zrównania różnych ftopni 
w całey fwćy ogólności, i s tąd wyciągać włafności 
powfzechne linii różnych porządków. Wprowadza- 
iącpotem w. te zrównania warunki fzczególnć, wypa- 
dną nam różne gatunki linii krzywych w tym po: 
rządku ogarnionć. Te znowu fzczególuć zrównanić 
ofobno roftrząfane, odkryją nam włalności każdć- 
mu gatunkowi fzczególnć. 


ROZDZIAŁ DRUGI. 


Z uwśg ogólnych nad zrównaniem 2g0 fto- 
pnia między dwiema ilościami odmiennćmi, 
wyciągaią fie włafności LINII KRZYWYCH 280 
PORZĄDKU: fzczególnć przypufzczenia w zró- 
wnanie wprowadzonć, odkrywaią nam fzcze- 
gólnć gatunki linii krzywych 2g0 porządku 
i włśfności każdćmu gatunkowi fłużącć. 


$. VIII. 
Z ÓW nie nżyogólnicyfzć 2go ftopnia między dwie- 
ma odmiennemi lilościami x,y, nie mogące fię ro- 
zebrać na dwa profté 1go ftopnia, a przeto zamyka- 
iącć w fobie wfzyftkić linie krzywć 250 porządku 
ieft: k 


exte ` dx?--bx+a 
ye yt 


gy 2 ZE 0! > eee (8) 


$ f 


któré 


włafności 
cięciw: 


Fig, tg, 


Fig, 16 
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które uważać będziemy naprzód co’ do terminów 
znakomitych funkcyą iaka pierwiśfików; ftófuiąc ié 
zaś do linii krzywey 2g0 porządku, doftrzegać włafno- 
ści z natury tych terminów wypśdaiących, wprowadzać 
nakoniec będziemy odmiany w $. 3. wyliczone, i s tych 
nowe wydobywadź włafności. A iako natura linii 
krzywych poznaie fię s pewnych ftófunków i zwią- 
zków dwóch linii proftych, tak włafności różne tych- 
że linii krzywych zależyć będą równie na pewnych 
włafnośtiach linii proftych różnym fpofobćm prowa- 
dzonych do linii krzywych: co zawfze pokazuie dro- 
gę analityczną prowadzącą rozum od rzeczy znanych 
do nieznanych. 

Przypuściwizy ze fig. 15, wyftawia nam linią 
krzywą 2g0 porządku opifaną zrównaniem (œ). Did 
ogólnego poznania włdlności takowey linii niech 
4 będzie początkiem odcinków na osi AS; kąt wfpół. 
ufzykowanych ukośny; AP=x, PM=y, Ponićważ 
wfpół-czynnik 2go terminu zrównania (a) iet fum- 


mą picrwidftkow; będzie PM+PN= — 0 u 


akdi, P'M'=P'N'=— ZŁE ad tego oftatnic: 
go aa odciągnąwizy pierwize; otrzymamy 

A Stófuiąc podobnie tó działanie do 
fig. 16, gdzie przyftawy padaig z obydwóch ftron 
osi, zndydziemy A> © to ieft: że w kazdey 


linii 2g0 porządku poprowadziwfzy dwie cięciwy 


„fobie równoległe, i od dwóch punktów linii krzy- 


wey leżących na iedney cięciwie, pociągnąwfzy linie 
równoległe osi, Summa albo różnica odległości fpa- 
cznych dwóch punktów linii krzywey na drugivy. cię- 
cntie leżących, od tych rownoleglych osi; ma fie do 
odcinku osi między cięciwami zawartego w fłofunku 
zawfze 


— 


= 
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zawfze nieodmiennym: fumma, kiedy cięciwy nie 
padaia obydwie z obydwóch fron osi, różnica Zaś, 
gdy obydwie cięciwy znayduią fię z obydwóch ftron 
osi. Daymy teraz ze cięciwa ftanie fie ftyczną linii 
krzywey w mićyfcu C; punkta M, N zniydą fie ra: 
K—CI e. CK Cr 


RU PROBA 
a = a przeto (CK=C1)CP'=(CK'—CI')CP: ieżeli 


zem u C,i będzie znowu 


więc uczyniémy CK—CI=v, czyli CK=CI, będzie 
koniecznie, CK'=CI', to ieft: ieżeli od ftyczney pro: 
wadzona liniń profta dzieli cięciwę równoległą fty- 
czney na dwie części równe; ta fama linia dzielić 
będzie wfzyftkić inne cięciwy równoległć picrwizey 
na dwie części réwne:. linia taka dzieląca wfzyftkie 
cięciwy między foba rownóległe na dwie- części ró. 
wne, hazywá fie SRZEDNICĄ linii drugiego porządku 
(Diameter). Linia więc profta równoległa cięciwóm 
na dwie części równć od śrzednicy przeciętym, pro- 
wadzona przez punkt linii krzywey ma śrzednicy le- 
Zacy, ieft zawfze ftyczną linii krzywey. S „tey wia- 
{nosci wypada nam bdrzo profty {pofob prowadze- 
nia ftycznych i śrzednic do iakiegokolwiek punktu 
linii zgo porządku. Niech będzie n.p. punkt dany 
E na linii krzywey, do którego prowadzić mi po- 
trzeba ftyczna, naryfowawizy cięciwę VL, dzielę ią 
na dwie części rowné FV==FL, przez dwa punkta 
E, F, prowadzona linia profta będzie śrzednicą, a 
przez punkt E pociqgniona linii równoległa cięciwie 
VL będzie ftyczną linii 2go porządku. Ta iefzcze 
włafność przekonywa nas, że wziąwfzy w linii 2g0 
porządku Srzednice za oś, przyftawy na nićy pofta- 


Pićrwfa wits 
fność wycia~ 
gnionś z 2go 
terminu zró” 
wnanid, 


wionć bedac między fobą równe, z nich zaś iedna + 


dodatna, drugi odiemnd; zbiór takowych przyftaw 

będzie zero, a przeto w zrównaniu na linie ago po- 

rządku ilé razy śrzednica ieft osią, wfpół-czynnik 

zgo terminu a Z nim termin zamykaiący y zniknie; 
i przeci- 
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Ua A przeciwnie ile razy zrównanie na linią 2g0 porząd - - 
ku nie má drugiego terminu; w linii tey śrzednica 
ieft wziętą za oś, cośmy iuz widzieli w kole pod 
$. 3. A 
Weźmy: terdz trzeci do roftrząfania termin w zró- 
wnaniu (œ) tén będąc zawfze mnogością z dwóch 
pierwiaftkó w; uczy nas, Ze na fig: 15. PM. PN= 


Ą x?+bx+a i $ Ma 
Fig iv, RSE . Drugi członek tego zrównania może 


fig fkładać albo z dwóch pierwiaftków rzetelnych, 
albo z dwóch uroionych; pierwizy przypadek ma 
mi¢yfce kiedy os przecina linią krzywą w dwóch 
micyfcach; iakie fą F, G; w tych bowiem micyfeach 


„_ dx?+bx+a z K SU 
y=0, a zatem —— =, zrównania tego pier- 
y , , 3 o 


f 
A (AB) 


wiaftki {4 AF, AG; a przeto 


PM.PN 


x—AG MM PG, skąd wypada znowu 
( 7 yp 


st ftófunek. nieodmienny w-kazdey linii zgo po- 
PMĘBNI SB 7. 
——-—— =_, WIĘC 
PREG OF 
PM.PN:PF.PG=P'M'.P'N':P'F.P'G 
bedzie więc na fig: 17. gdzie PD ieft osią iską do- 
Fig. 17+ piero była PG,OQ zaś ićy równo-legł:, bedzie mówię: 
OT.TQ:TM. TN=GC.GD:GI.GH=FI.FH:FO.FQ, 
Drugi wła. to ieft; Ze w każdey linii, drugiego porządku dwie 
fność cięciw cięciwy przecinaiącć fie, czynią ftófunek nieodmienny 
sek = mnogości z dwóch odcinków, do mnogości z drugich 
minu E eas dwóch odcinków. 
niź, Wyftawmy fobie teraz że PM przeniofło fie na PR, 
i punkta M, N, sfzedifzy fie razem uczyniły PM=PN 
=PR, z dopicro dowiedzion¢y włafności wypada że 


PReBO.PD= 5 SRAŚL.SR= a zatem 


rządku. Aże równie 


PR?: 
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PR2:PC.PD=SR?:SL,SK. 
Przeciąwfzy dwie linie równo-ległć fobie PD, i SK, 
w mieyfcach X, Z tak, żeby PX było śrzednią pro- 
porcyonalną między PC, i PD; SZ srzednią proporcy- 
onalną między SL i SK; podług tego warunku - = 
PX2—PC.PD; SZ%==SL.SK, a przeto , 
PR?:PX2==SR*:SZ2, czyli PR:PX=SR:SZ 

punkta więc X, i Z zndyduia fie na iędney linii RZ: 
co nam odkrywa nową włafność, to ieft: ieżeli linia 
od punktu dotknięcia R tak przetnie którą s cięc'w; 
że PX będzie śrzednią proporcyonalną między PC i 


PD; -wfzyftkić inné cięciwy równoległe pierwizey’ 


będą podobnie przecięte: znowu ieżeli PX, SZ będą 
śrzednić proporcyonalne między PC, PD; SL, SK; li- 
nid przez dwa té micyfca X, Z, przechodząca przey* 
dzie koniecznie przez punkt dotknięcia R. . } 

Wróćmy fie teraz do drugiey włafności cięciw, a 
ftófuiąc ią na fig. 16, do dwóch cięciw NM, CP, s 
których oftatnia będąc śrzednicą, czyni PM=PN; bę- 
dzie PM2:CP.PD=P'M'2:P'C.P'D= <: nazwáwfzy 


CD wziętą za oś, m; CP=x, PM=y; będzie 
PD=m—x; - - -y*= eae ARCE Ge 


nowć zrównanie na linie 2g0 porządku, w którem 
śrzednica ieft osią, a punkt Č początkiem odcinków. 

Qbierzmy fobie teraz na fig: 18. cztery punkta, 
4,B, C, D, tak żeby cięciwy 4B, CD, były równo- 
ległe, ztączywfzy ić s fobą, otrzymamy trapez ABCD. 
Weźmy do tego punkt piąty M, i przez tén pro- 


wśdźmy cięciwę MN równo-ległą pierwfzym. Wić- 


my z geometryi początkowey, że gdyby śrzednica li- 

nii krzywćy przecięta dwa boki trapezu 4B, CD, na 

dwie części równe; będzie także podobnie przecinać 

im równo-legły PQ: powtórć taż śrzednica będzie 

także przecinać MN na dwie części równe, zaczem 

MP=OQN, to ieft: maiąc pięć punktów znanych w 
C linii 


Fig, 16e 


Fig. 18, 
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linii 2go porządku, mamy zaráz wiadomy fzófty. 
Prawda którąśmy iuż wyżćy skąd inąd poznali. «i 
- Druga wialnost cięciw uczy nás: że MP.MQ do 
BQ.OD ieft w ftófonku nieodmiennym: poprowadzi- 
wizy więc przez punkt M,RS równo-ległą BD, będzie 
MR=BO, MS=QD, a przeto MP.MQ:MR.MS ftófu= 
mek nieodmienny na punkta przecięć P,Q,R;S, mię- 
dzy równo-ległómi .4B, MN, BD, RS. Obierzmy ie- 
fzcze gdziekolwiek, punkt O, a łącząc go s punkta- 
mi 4,B,D, otrzymamy trapez 4BDO. Przez ten 
punkt poprowadzona GH równo-legła AB daie: 
MP.MQ:MR.MS=0G.OH;BH „HD 
$ troykątów zaś podobnych APL, AGO, STD, DOH, i 
z włalności trapezu „ABGH mámy naftępuiącć pro» 
porcye: ; 
Arce z nich wypada PL:BQ=GO:BH. 
so MQ czyli DS:ST=OH:DH. 
Przeto: PL.MQ:ST.BQ=GO.0H:BH. HD: 
PL.MQ:ST, BO=MP.OM:MR.MS. 
- (MP+PL)MQ:(MS+ST) MR==PM.MQ: MR.M$. 
poriewśż MR=BQ, ML.MQ:MT.BO=-?PM.MQ:MR.MS 
i cżyli -ML:MI=EPM:MŚ$. À 
ïakimkolwiek więc fpofobém odmićniać fig będzię 
punkt O, byleby punkt M byt ftaty, i MQ, RS równo 
Jegtémi cięciwem -4B, BD; będzie ML: MT’ ftófunkiema 
nieodmiennym. š 
i $, TX. 
~- Włafności cięciw przyprowadziły nas w $. poprze- 
© wykładźia Gę dzaigcym do poznania śrzednic w Jiniach 2g0 po- 
włśfnościdal- rządku, Użyimy terz tych ipiérwfzych 0 śrzedni» 
SĘ a cach wiadomości naprzód do wynaydowania zró- 
Śch-oznacze- Wnah -ozmaczaigcych położenie i wielkość śrzednicy 
śnię, iakićykolwiek: powtórć do odktyciź ich włólności 
zawiklcyfzych. Niech będzie na fig. a9. GI śrzedne 
Figo 19, cd linii 2go porządku, wziąwfzy AH za 0s będzie 
IM=LN, a zatem Pla „esa A Re) 
2 2f 2AP—t 


J 


é Rozpz1az If. żę 
z nazwawizy PL=2; zrównanie. między. 
2 4 
AP=x, i PE=z, będzie zrownaniém na śrzednicę 
GI, to ief: 3 
2fz+OX+C=0- - - (4). 
eheac teraz oznaczyć wielkość GI, potrzeba nam wy» 
razić tę linią przez funkcyą famych ilosci znanych 
wchodzących w zrównanie (c); ponieważ zaś - - 
GR=KH*+(GK—HI)?, ftarać nam fię potrzeba dru. 
gi ten zrównania członek przez ilości ftateczne zró. 
wnaniń (g) wyrazić, Na ten, koniec ftófuiąe zró. 
—4K—0 


wnanie (4) do punktów G,I, będzie GK== — F 
} 2 


H= —eAH—c Gk Hiss e(AH—AK) _ eKH: 
His eee ża „a 


zj 3 

1. a0 ws xc k 5 ; abe 
a przeto Gp SFA kue. Nie zoftaie nam iuż 
tylko, wyrazić KH przez fame. ilości fłateczne. ` Aże 
KH, ich odcinkiem osi AH, czyli pewną funkcyą x; 
łatwo fig przekonać że punkta K i H nie, mogą bydź 
odkryte tylko za pomocą zrównania na oś: potrzeba 
nim zrównanie (œ) przerobić. na zrównanie ozna: 
czaiące oś, a dopiero: pićrwiaftki iego dadzą punkta, 
K, i H, a zatem i wartość fzukaną KH. Ta uwaga 
prowadzi nas do. rachunku naftępuiącego: PM-+-PN== 
—Xx—C dx?+-bx-+a, A 
6%; PM.PN= EES (EM—PN)*==(PM+-PN)* 
(e?—adf)x?-+26 ce-—zbf)x--0%—4.af 
ee 

z "JG zz ; 


—4PM,PN= 


Przy punktach G, I, PM=PN; drugi więc członek 
riafzego zrównania ftaie fig zero, i razem Zrowna- 
nich na AH, to ieft: AE 

2 te: 
2(ce—2bf) A —4af NA 
e2—4df e2—4df 
pierwiaftki dwa tego zrównanią fą linie AK, AH, 
€2 AK+ 


XF 


a przeto 
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; (AH—AK)* 

e—adf o, 
—=(4H4+-4K)2>—44H „AK 

= 2— a= R ’, 

is 4(2bf—ce)*—4(e?—4df)(c OAZA galu 
< (—4df)* 

pełnie rozwięzuie nafzć zadanie. Zebyśmy ić ie. 

fzcze. ogólniey rosciagneli; odmieńmy wfpół-ufzy- 

- kowane pionowe na ukośne, P'M,PN', AP’, nazwiy- 

my kąta PP'M witawę g, doftawę h; AP'=t, PM=u, 


otrzymamy za pomocą trygonometryi u=, 


h ' 
P'P=uh= yi i=x—uh, czyli y=ug, x=t+-uh, 


8 

włożywfzy té wartości za x, y, w zrównanić (æ) 
zamienićmy ié na A 
egt+ce+-2dhi+-hb up Erbia =: 1B) 

fg?+egh+dh2 fg*+egh+dhż i 
dwa pierwiaftki tego zrównania fą P'M, P'N', które 
znowu nowa śrzednica EF przecina na dwie części 
równe: Zrównanie oznaczaiącć tę śrzednicę podo- 

AA ; PM+PN' 
bnie iak i pierwfzą ieft: PL'-= =— 

2 


u+ 


egi+-cg+2dhi+-hb 
2(fg3+egh+dh*) 

2(fg*+egh+dh? )w--(eg+-2dh )t--cg+-bhzo - - (0)- 
chcąc nową tę śrzednicę przywieśdź do wipół-ufzy- 
kowanych pionowych iakić były na GI w zrównaniu 
(4), fpufzczam od L' pionową L'Q=q, AQ=p, bẹ- 


-,,czyli nazwawfzy PU=wv > - 


i 
dzie w= Li PIOS BL t=p— £, włożywfzy za w, 
8 8 i | 

#, dopićro wynalezione wartości w funkcyi p, q; 
otrzymamy: 

(2fg+eh)q+(eg+zdh)p+cg+bh=o - - (D). 
Zrównanie (D), oznacza położenie śrzednicy EF, 

. która 
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która. śrzędnicę Gl przecina w puħkcie:C; Punkt 
ten przecięcia ieftże punktem fpólnym dla innych 
śrzednic, których tylé bydź może prowadzonych, ile 
punktów linid krzywa zamyka? rozwiązanie tego Zá- 
dania godnć ieft całą nafzę zaftanowić uwagę. Jeże- 
li punkt C ieft punktem fpólnym dla wfzyftkich 
śrzednic w linii 2go porządku, powinien on. bydź 
niezawiflym od kąta między dwiema śrzednicami za- 
wartego; potrzeba nam więc w rozwiązaniu tego 
pytania wiedzieć naturę kąta GCE czyli ten nie ieft 
funkcyą kąta wfpół-ufzykowanych? ieżeli tak ieftz. 
należy nam dopiero fzukać zrównania na oznaczenie 
punktu C dwom śrzednicom fpólnego; w tym zró: 
wnaniu na punkt C, ieżeli znaydziem g, albo hy 
będziem mieli prawo fądzić, że punkt C odmienią 
fię na każdć dwie śrzednice; ieżeli zaś wyrdz na 
punkt C nie będzie zamykał żadney funkcyi kąta ia- 
kiegokolwiek L'P'Q, wniefićmy że on ieft zawfze tén 
fam dla wfzyftkich śrzednic linii krzywey. Idźmy 
za tą uwagą w ciągu całego rachunku fzukaiąc na- 
famprzód wyrazu kata ECG. Przedłużywfzy śrze- 
dnice GI, EF; pierwfza z nich przetnie os w pun- 
kcie O, druga zaś w punkcie R: będzie więc przy 
O, Pl=o i zrównanie (4), położywfzy z==0, da 


AO=x=— 4; PO=— ga —x= SEGA z = 
[2 


e e BOS 


= = Sty.40L; a przeto ftyczna katu 
—ex—t 2af 


ez 


PLO= Z. U punktu R na drugićy śrzednicy opifa- 
: 


ney zrównaniem (D9, QL'=q=o. s kad wyciągamy 


—tg—bh 
AR=p= ——; QR=AR—AQ= = - 
E eg+2dh 2 e 
—cg—bh— } ; ; 
RZE ean ean, ftyczna kata ARU==12 a 
eg+zdh A QR 


C3 
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ENA LEES O iN i kąt R ČO= 

—tg—bh—p(eg+2zdh zfg+eh 
4RL'—AOL, maiąc zas tych dwóch oftatnich kątów 
ftycznć za pomocą wzożu fły.(a—b) = 
Loe LBA znaydziemy fly. RCO = 
a-fły.a fyb 

| adfh—e*h 
af2g+2feh+2deh+-eg" 
zrównaniu zndyduie fie f; g, pewniiefteśmy, że kąt 
między dwiema śrzednicami zawarty ieft funkcyą ką- 
ta, który: czynią wfpół-ufzykowane P’L', P'Q; nie zo: 
ftaie nam więc, tylko znaleśdź zrównanie na ozna: 
czenie punktu €. Téa punkt znayduige. fie równie 
na śrzednicy GI, i na EF, wyrdza fie przez przyfta- 
wę pionową CD za pomocą zrównań (4), (D). Na: 
zwawfzy AD=r, CD=s, i włożywfzy r, s, za x, z, 
w zrównanie 4; potem za p, q, w zrównanie D; 
otrzymamy ich dwa; 2 fs+er+0=0o - - 
(2fg-+eh)s+(eg+adh )r+cg-+bh=o. 
z dwóch tych zrównań wypźdź: 
A 2fb—ce dave 2cd-—be 

A | e—ądf e—adt 

Peppa wli W obydwóch. tych zrównaniach nie zamyka fie ża- 

ność śrzę- ; 3 3 5 ' 7 : PRZ 

WE dná funkcyń kąta między wfpółufzykowanemi za. 
wartego, to ieft ani g, ani h; przeto punkt C ieft 
niezawifły od kąta śrzednic, i ieft fpólny w[zyftkim 
śrzednicom, Punkt takowy nazywać będziemy ŚRZOD- 
KIEM linii krzywey (Centrum curvae). Wartość na 
r, ieft połową wartości wynalezionéy na. 4K+AH, 


K+4H ite 
przeto ABS Ta przeto w każdey lini 2g0 po- 
2 


7 


ponićważ w tém oftatnićm 


: rządku śrzednice przecinając fie w- punkcie C, dzielą 
fie w tém przecięciu na dwie części równe. 
$. X: 
Weźmy terdz śrzodek C za początęk odcinków, 
srzedpice zaś GI za oś, a obiawizy dobrze. zrówna- 
pie 


` 
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nie (8) pod $.8 wynalezionć, wyrazić iť możómy 


lnie W ynayduie fie 
„ogólniey: kozak nę, 
j y n+ px +q? iz 7 S (8) dzy. śrzednicę 
"W nićm y—=0;: zoftawia zrównanie na ee G, I, ee 
x2==0. tak dalece: Że AGAL AE 2 AC= 
w q Fig, 2 
AG+Al P, Rachuiąc odcinki s-śrzodka C; 
É 2 ECH - 


miech będzie CP== Baia —x, czyli PNE =" 
2q 
"włożywfzy tę wartość ża .x w zrównanie (8), prze 


ibiećmy ie na 1a yn +98, którego wyraz 
fi 4] 
ogólny ieft: 
YO b > = (9). 


y 

| - Trzy zrównania. (æ), (8), (y), na linie krzywe 2g0 
porządku, znakomite fą warunkami, s których wy- 
padły. Pierwfze wyraża związek wfpół-ufzykowa- 
nych do iakićykolwiek «osi odnofzonych: drugić pa- 
kazuie śrzednicę wziętą za os; trzecić nakoniec Uczy, 
‘Ze srzednica ieft osią, a srzodek linii ;krzywey po- 
sezatkiém odcinków. W tem oftatniém biorąc % -do- 
„datnć albo odiémné, nic fie całe nie odmienia; .co nás 
uczy, że kiedy CP=CP', będzie także PM=P'M', 
linia. MM! ;równo-lęgłą „osi GI, przecięta ieft od BC 
ma dwie części równe. BC więc ma tę fame wid- 
ność która fluzy GI, iż «cięciwy równo- legte GI 
„przecina na dwie części równe, tak iako GI przeci- 
"na cięciwy równo- -legi¢ BC. Przeto linia BE równo- 
legła przyftawom przechodzącą przez śrzodek C ieft 
drugą śrzednicą. Dwie takowe śrzednice, s których 
iedna przecina cięciwy równo-ległć drugiey na dwie 
*części równe, nazywaig fig SRZEDNICAMI SPRZĘŻONE- 
mi (Axes conjugati). "Styczna więc limii krzywey 
prowadzona do punktu G, albo I, ieft zawfze ró- 
awno-ległą drugićy. śrzednicy fprzężoney BE; i znowu 

C4 


<ftyczna 


Fig. 27, 
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ftyczna przy punkcie B, albo E ieft równo-legła GI 
podług $. 8. W zrównaniu (y) uczyniwfzy x=a, 
y=ŁVa'=CB, nazwawfzy BO==k, będzie a'=kż, 


uczyniwfzy zaś y=o, mamy x=*V = =CG: niech 


t p k? 
będzie CG=g, wypada b'= -~ włożywizy te wár- 
tości w zrównanie (y), otrzymamy; 
yoke g x% i> $ k (C') 


gdzie fame śrzednice fprzężonć fą ilościami ftate- 
cznemi. 

W każdey. linii 2g0 porządku maiącćy śrzodek C, 
a przeto niefkończoną liczbę śrzednic, iedney iakiey- 
kolwiek śrzedhicy odpowiada druga fprzężona; zo- 
ftaie nam więc porownać między fobą takowe śrze- 
dnice, przez wynalezienie związku zachodzącego mię- 
dzy śrzednicami iakiemikolwiek, i miedzy śrzednica- 
mi fprzężonemi: co nds wiesdź może do nowych 
włafności śrzednie, ido fpofobu dokładnićyfzego na 
prowadzenie ftycznych.  Spofób użyty na otrzymanie 
zrównania (C') fużyć nam powinien za wzór do 
teraźnieyfzego wynalazku; przezeń bowiem potrafili- 
śmy ilości ftatecznće zrównania (y) przez śrzednice 
wyrazić. Gdybyśmy iefzcze mogli za też ilości ftate- 
czne zrównania (y) wprowadzić funkcye kątów 
między śrzednicami zawartych, mielibyśmy związek 
śrzednic przez kąty wyrażony, a przeto zupełne ro- 
związanie pytania. Na ten koniec przypuśćmy, że 
zrównanie (y) wyraża związek między wfpół-ufzy- 
kowanemi CP=x, PM=y nakłonionćmi do fiebie ką: 
tem APM=q, którego wftawa m, doftawa n; chcąc 
té wipółrufzykowane przerobić na infze odniefionć 
do fwoićy osi, poprowadémy s punktu M cieciwe 
MO czyniącą kąt 4QM=p, ktorégo wftawa r, dofta- 
wa s; będzie więc RS osią nowey tey cięciwy, HK 

; osią 


t 
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osią fprzężoną. Potrzeba nam. teraz zrównanie (%.) 
przerobić na inné do. osi RS, i wfpół-ufzykowanych 
CD, DM. Aże CD ieft funkcyą CQ, i DQ; DM furm- 
kcyą OM, DQ; idzie zatem że mulzemy wprzód z 
ztównania (%) wyciągnąć wertosci na, CQ,.QM; to 
ieft: trzeba nam nafamprzod wipół-ufzykowane CP, 
PM, przerobić na: CQ=t, QM=u, a dopićro s tych. 
oftatnich wyciągnąć wartości na CD, DM. Te wizy- 
ftkić rozumowania wyfzczególni rachunek naftepuia- 
ey. Kat PMQ=p—g, W/i.(p—4q)=r—sm, przeto, 
PM=y=—, POE AN u; x==t—QP=t—-: 
m mM. t 

tn—sm Si Pó: y 

—u; włożywizy te wartości za x, y, W zró» 

m $ 

wnanie (y), przerobiemy ić na 


2b'mi(rn—sm) b'm?42—a'm> 
Ura ZN ie mA 0, 
rb! (rn—sin)* rb’ (rm—sm)2 


dwa pićrwiaftki tego zrównania fą QM—Q0= 
MAO: ponieważ D ieft w śrzodku cięciyyy 
r3+-b' (rnu—sm y 
I z 
MO; op= PHD E e potrzeba 
i 2 rb (rn—sm)* 

nám teraz wynalesdz kąty, 4CD, RDM; did łatwiey- 
fzego linii między fobą ftofowania przenieśmy té 
katy na fig. 22. utrzymawfzy nazwHka iuż kątom 
40M, APM, nadane, i od D fpuściwfzy profto-padłą 
mamy BD=QD.r; BO=QD.s; przeto ftyczna kątu 


2 


Aan aa ER TD brag Hh a kąta dd fłyczna 
BCs  .CO+QDs  rrb'i(rn=sm)""". 
CQ+QD.s ROA 

BDC— BL fiy.BPQ= > więc fy .QDC= 

fiy.(BDC-BDQ. J = fly. RDM. $ tych 

if. = jm Se M. 6 fahi 

i DO FC ONE ych 


dopićro wynalezionych, linii i kątów łatwo nam bę- 
ey dzie - 


Fig, 229 
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dzie znaleśdź CD: wiemy bowićm że CD:=CQ*+ 
2b'miżs(rn=-sśm 
25.00. DOFOD: = pa 2 (mim) 
„2 Ue: 2 
r3+-b' (rnm=sm)? 
bm 7t?(rn—sm)? 
[r3+b'( rn=sm )=]2 
fzy do iednego mianownika, otrzymamy: 
CD: r34 [20 'r2ms+-(2br24-b2m2)( rm—sm) |(rn—sm)t ip 
[r?-+-b' (rn—sm)* |? 
[ 2b?ims(rm—sm )?+-b2( rn—sm)3 | ( rn—sm) 2 
í [r24-b'(rn—sm)?]? 
ilości w liczniku między nawiafami kwadratowémi 
zawarte rozebrawfzy, i zapomocą dwóch zrównań - 
mpn =T; rHsi, wyraziwfzy - - - - . » 
b'm3s2=b'2m35—b?r2ym-+-b?rtn?$m; 
ransbż==ranb2—b-m*nr+-b2m*s?rn; 
kilka terminów zniknie, i zoftanie. 
r4--2b'r3n(rnu—sm )--b'2r*(nr—sm)2 _ 
CD*= słód Abada kia koka Spod? 
[r24+-b'(rn—sm)?]? 
_rŁV [724-2b'rn(rn—sm) +6'2(r—sm)?] 
TE r---b' (rn—sm)2 ; 
nazwiymy teraz nowć wfpół-ufzykowane CD=w, 
DM=z; wypadnie naprzód z oftatniégo zrównania 
na (CD. * 


Drugi tén członek przywiódł- 


CD. 


(12+b'(rn—sm)2)m 

= a 

rv [r*+2b'rn(rn—sm )--b'-(nr—sm)*] 
b 'mi(rn— gsm) 4 
— ——, wlozy- 
r?+-b'(rn—sm)? 
wizy w to zrównanić wartos¢ znalezioną na t 
$ ‘ Di 

otrzymamy: f 


a ponieważ u=QD+z=z+- 


b'mw(rn—sm) R 
UZ ae ni AŻE 
ry [13+2b'rn(rn—sm )-+b'?(nr—sm)?] 
(rn=sm)u 
5=1— 


ru í f 
1yE—, położywfzy zat, u, war- 

m m 

tości dopićro odkryté, wypadnie: 
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; rw (rn=sm)z 
Ra EA CY 
V [r32+2b'rn(rn—sm) +b'2(nr—sm)?] m 

b'w(ra—sm) 


rz 
y= — + = 
Y m  V [r>+zb'rn( rn—sm)-+b'2(nr—sm yy 


wartogci te za x, y; potozywizy w zrównanie (4), 
zamieniemy ie na inné wyrażaiące związek międży 
CD, i DM: 


r2--b'(rn—sm)* RA *b'[r2b'(rn—sm)*] 
gc eer —— St 
m? r2+-2b'rn(rn—sm)--b'*(rn—sm)?, w? 


—a'=0 => =) ED 
Dźymy terdz nazwifka kątóm zachodzącym miedzy 
śrzednicami: APM==ACE=q; 4QM—ACH==p, GCR 
—=4; ECH=B'; p=9+B', RCH=q+B'—4; m= 
Wh.q, n=Dofł.q, r=W/t.(q+B'); s=Dof.(q+B'), rn 
—sm=W ft.B’. Wynalezlismy luz wyzey ftyczną 
ACD=Sty. A= COR, s kąd wypódź 
r--b'n(rn—sm) 
b'm(rn—sm) i 
Vv [re-2b' rn(rn—sm)-+b'2(rn—sm)*] i 
b'2m2(rn—sm )? 
WA 
włożywfzy tę wartosé w mianownika 2go członka 
zrównania (D); i przettómaczywfzy litery wfzyftkie 
na wftawy i doftawy kątów wprowadzonych, to 
zrównanie ftanie fię: : 
Wft.(q4-B’)?+b' W.B. 
Wft.q> 
ry2 , ayy 12 
OVAL B'Y POWA BUR AT w?—a'==o - - (D). 
b'Wft.q?.Wit.B'* i 
pamietdymy iefzcze o wartościach wydobytych z zró- 
wnania (y) na a’; b', że na fig. 21. a=k GE 


Wł. 4'= 


r3+2b'rn (rn—sm) +b'2(rn—sm )*= 


Site z 5 = 


Fig. 2fe 
Ę 2 p . 
Deep . Zrównanić na fły.4', dale nim 


Có b= 
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Sty.A' Wp, ae EOAR 
b= sa ee DU — = oes czyli 
WB (Wfi.q—Sty.A'Dojt.q) 82. > CG? 
kK? _ WR.A'.WA.(q4-B') (L 
T WAB WAI WAQA) J> 
(1) zamyká w fobie związek między dwiema śrze- 
dnicami fprzężonćmi.  Ieżeli w zrównaniu (DIAL 
CD=w=0; DM zamieni fie na CH=z, i (D) da nam 2 
3 CE. CG. W fig. 
czyli geal ESCE e 
V [CG*W)R.(q+-B')2+-CE*.W/i.B'2] 
coh Rela dobn: ua SASZ) ; 
11, Płófnocć LR obnie w (D) z=o, wypadnie war 
śrżednice a CEL WAQ WAB i 
ae : za 00529401 
WRAV [CG*Wf.(q+B)-+CE WRB] V" 
WRB! 
CR CEE CG.WA.d'.CR=CE.WA.B'.CH (1). 
CH CGWAA 
to ofatnić zrównanie nas uczy, że złączywfzy przez 
linią proftą punkta E, H; podobnie znowu punkta 
G, R, troykąt GRC= troykątowi ECH, 
CR CE:,Wf.B' 


an CE CGI” włożywizy z zrównanić ( L) 


w 'teraźnićyfzć, wartość na ~ > CE2—kt 
2 WRA Wh. g ; g 
on COE REE: wypadnie - „ . SR 
"WJ.B'"Wft.(q—4") CH 
M. writiore OTRUBY on cE qd! J=CH.Wf. 
śrzędnic, CE.Wft.(q—A') 
(Gs B)EGi aes oe (2 


to ieft: ze złączywfzy znowu punkta R, E; tudzież 
punkta G, H, będzie w każdey linii 2g0 porządku 
troykąt RCE= troykatowi GCH, 
Srzednice CR,' CH, wyrazilismy przez ułomek, któ- 
rego mianownik CG*VfR,(q+-B')24CE*W/R,B'2 
CG}. Wf. (q+B' 
r [WA (44B WR. (qA )+WRA WAB] 
-(q—A! 
„CO Wg. WA.(q+B').WR.(q+B'—A') i 


£; drugi 


WJR.(q—A') członek 
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eztonek tego zrównania wypad4, włożywfzy za CE* 
wartość wyciągnioną z (L); trżeci zaś, wykonawizy 
množenie funkcyi między nawiafami kwadrótów ćmi, 
i położywfzy naprzód za Doft.q?=1—W fi.g3; powtó- 
ye za WAq.Dofi(B'—A' )-+Doft.qhf.(B'—A')=W ft. 
(q+B'—A'): Oftatnią te mianownika wartość włoży- 
wizy w CH, otrzymamy: 

+ A r 

CH=CE y e a PON 

Wh. (q+-B')WJR.(q+-B'—4')- 


F G.W ft.(q-+-B" 
«włożywfzy ią zaś w CR, będzie CR= c TRA , 


T  WR(ąqA)W is rane 
p ed es : s kad wypódź 
| WJŁ.(q+B')WJR.(q+B'—4')) - Tv, "włśfność 
( ; śrzędnice 
CR CH= CG.CE. Wf BS rzednic 
WR (qB A’) 
CK.CHWh:(q+B'—A')=CG:CEWRq +- - G). 


to oftatnie zrównanie nás- uczy, ze złączywfzy przez 
linie proftć punkta R, H; G,E; troykąt RCH= troy- 
katowi GCE. Mamy więc 
z (1) Tróykąt GCR= tróykątowi ECH. 
(2) Tróykąt RCE= tróykątowi GCH. 
(3) Tróykąt RCH= tróykątowi GCE. 
Aze Trapez RGCE=AGCR+ARCE. 
Trapez EHCR=AEHC+ ARCE. : 
więc Trapez GRCE= trapezowi EHCR. Oprócz tego y -ay A 
trapez BHCR—ARCH= trapezowi “GRCE_DGCE, Yom 
przeto tróykąt ERH= tréykatowi RGE, które "maiąc' 
ipólną zafadę RE, dowodzą, ze cięciwa'RE ieft równo- 
legła cięciwie GH i ARHG=AEGH. Ponićwóż zaś 
Trapez RGCH=ARHG+AGCH, 
Trapez GEHC=AEGH+AGCH, 

więc Trapez RGCH= trapezowi GEHC. 

Każde s tych zrównań pokazuie nám ‘nową włź- 
[ność śrzednic fprzężonych w liniach 2go porządku, 
i oraz związek iednych z drugiemi. ‘Ten związek w 
funkcyach kątów między śrzednicami zawartych nay- 
Jepi¢y nam tłomaczą zrównania (7),(Q). -$.XI. 
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: $. XI. 

sb _Zatrudniymy fie iefzcze roftrząfaniem zrównań 

seen ln" (E) i (Q), Róluiąc i€ do fig. 23, gdzie GC, CH, fa 

cznych wydo- dwie śrzednice fprzężone; CM, CK, dwie drugie, kąt 
ai fig z GCH—=q; MCG=4'; HCK=B'; GCK=p—=q+B'; 

kd MCH=q—A'; MCK=q+B'—A; zrównanić (Q) daie 


nic, 


; BI AJ, CM2 
‘ nam w -teraznicyfzdy figurze ei) SCE ee 
Fig, 23. CG: 
i WR.q. WA. : i 

_ "Ra. p(B") ) Fy) zrównanie zaś (Ł) - - 
WR. (q—A') Wh. (G+B'—A ) 
BE WR. A'.WR.(q+-B') : HC24-GC2 2% 
GC* WR.BWR.(2—4)* ZABAWĄ 


Wh.g.WA.(B'4-4' j 
Fig UAB +A’), s tegóż famego zrownanid (L) 
WA.B' Wh.(q—A') 
r W, ' 72 2 
wyciągamy oe By ZE. ae ast AEA) n EAE 
CM  WAB'WA(q4B) CM? 
W, , rp (o—A' i 1 3 t 
BAI HRA) SWAB WA (qB) eae. 
WR.B'.WJR.(q+-B') 
tniego ułomku licznika przerobić, przypomniymy fo- 
bie z Algebry wzory pod $$.51, 54. 
WJł.a.WR.b==ZDojf. (a—b)—ZDofi.(a+-b) 


—b 
2Dof.b— Doa Wh. wp, ree 
2 2 


które ftófuiąc do oftatnićego zrównaniś; otrzymamy: 
WR.A'.WR.(q—4')=zDoR.(q—-24' )—=Doft.q 
WR.B'.WR.(q+-B') =3Do f..q—z Doa. (q+-2B). 
przeto PR. AWA. (0—4')4-WA.B' WA. (q+-B')—=; Do. 
(q—24') —Dofł.(q+-2B' J=V/?.(q+B'—A4').W. (B' 
JE, p; CRE CME Vf (q+B'— A’). WA(B'+2’) 


CM2 WR.B'.WR.(q+B) 
skąd wypida OKCGR Gee 
MYJE NORA CHA 
WR.q.WR.(q+B') ae 
WACA WABA) W. 


SS spa. Se O ee 
= FREZEZ O EE 


2 O 0 zc m6 


ee CZA 


Rozpziaz II. Aq 


W].7.WJR. 4 M? J 

ee ECE aa: rt zasił, więc s VE. włalność 

WR.(q—4').WR.(q+B —A) CG? śrzednice 
HC2+-CG?=CK?24+-CM-. 


to ieft: że w każdćy linii 2go porządku fumma kwa- 
dratów z dwóch śrzednić fprzężonych ieft nieodmien- 
ną. Stey włafności wypada nam fpofób prowadze- 
nia ftycznych do iakiegokolwiek punktu linii krzy- 
wey.- Chcąc n.p. prowadzić ftyczną do punktu M, 
a maiąc dwie śrzednice fprzężonć CG, CH, wiado- 
me; biorę linią CM za śrzednicę, którey odpowiada- 
iąca śrzednica fprzężona CK, ieft równo-ległą fty- 
cznéy MT: cały więc fpofób zawift od wynalezienis 
CK, która z oftatniego zrównania wypada. 
CK=V [HC*+(G3—CM*] 
Tnny iefzcze fpofób na wynalezienie CK podaie nam 
$. poprzedzaiący. . Wiemy bowiem Ze cięciwa pro- 
wadzonń od H do M, ieft równo-legła cięciwie KG, 
co nam pokazuie mieyfce na linii krzywey, od któ- 
rego CK ma bydz prowadzona do śrzodka C. 
$. XII. SAE 
Przeciągniymy śrzednicę CG póki nie przetnie fty- ak ay ee 
eznéy w mićyfcu T, a poprowadziwfzy od M linią pay a 
MN równo-ległą HC, otrzymamy dwa tróykąty PMC, wyciagaia fig 
MTC: w pićrwfzym kat MPC=180—MPG. Wfta- dalfzć wła(no 
wa więc kąta MPC=W/ŁMPG=Vfi.HCG=W/R.q; ści śrzednic, 
WR. CMP=W/i.HCM=V/f.(q—4'), WA.MTC=WA. Fig, 24 
TCD=WA.KCG=Wf.(q+B'); Wf. CMT==WR.KCM= 
WJ.(q+B'—4'); a przeto 3 
MC:MP=WR.q:W..A" - - Wage". 
MP 
7 I 
MP; CP=Wi.A':WA.(q—4'); WA.(4—4)= SE 
CM:CT=W/t.(q+B"):WA.(q+B'—4'); WJł.(q+B'—4') 
__ CT.WJ.(q+B') 
CM ) 
CM: 
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r 7 
» CMMT=WA (44B) WAA; WA.(q4-8)— — 


włożywfzy té wórtości wiw w zrównanić (Q), 
otrzymdmy:. 
CM2 CM? ; | 
SS Se i *==CP: “yl 
Ge ORON to ieft CG*=CP CT, czyl 
(2). CP:CG=CG:CT 
CP:CG—CP=CG:CT—CGG, czyli 
(2) CP:PG=CG:GT a 
CP:CP+-CI=CG:CT+-CG, fo ieft: 
(3): CP:JP=CG:IT. 
więc. wziąwfzy znowu BN, EF, za dwie śrzednice 
fprzężonć, i przeciasngwizy pierwfzą póki nie prze- 
tnie śrzednicy w mieyfcu 4, a od M fpuściwfzy MQ 
równo-ległą CE, itym do punktów N,B, poprowadzi 
wizy ftyczne równo-ległć, trzy oftatnić proporcye 
uczą nas, Ze: 
(1) CQ:CN=CN:CA. 


in 
(2) CQ:QN=CN'NA - . N4— = 


(3): CQ:BQ=CN:BA.- . . 


s podobieńftwa zaś tréykatéw NTA, MQA, LBA; 
wypada: 
AN:QA=NT:QM - - - (4). 
BAQA=BLIQM - - - (4): 
CN.Q} BO, 
QAZQN+NA=ON+- = — BOO. 
NA;QA=CN:BQO=NT:QM - 
B4: QA==CN:QN=BL:QM a 
~ CN.OM Ov j2 Q: 
LTS ER s S í 'B i 
shah ig 0 ON BQ.ON * 


VII, włafnose ŻE podług włafności drugiey w $ 8. QN.BÓ:QM2 


śrzednie, 


==(N+CE2, s kad CE%= 


to ieft: 
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NT: CE=CE:BL. 
w linii 2go. porządku śrzednica ieft śrzednią propot- 
cyonalną między dwiema ftycznemi iey równo- egłe- 
mi. Z zrównań na NT, BL, CE*, między fobą kom- 
binowanych wypada iefzcze: 5 
NT?.BQ?=CE>.QN.BQ - = - NT=CEV a 

ZA BQ: 
BL*.QN*=(E*.QN.BQ -- - - BBN FW 
QN:BQ=NT*;CE*=CE*:BI*=TM:ML=NT:BL; i 
poprowadziwizy do punktu V ftyczną SR; przecina- 
iąca NT, BL, w punktach R, $; będzie także CE śrze- 
dnia proporcyonałną między NR, i BS. 

Wfzyftkie dotąd wyłożonć włafności daią nam 
fpofób wyrdzenia śrzednic ukośnych iednych przez 
drugie; chcąc od nich przyiśdź do poznania śrzednic 
pionowych, potrzeba kąt MCK wziąść za kąt profty, i 
do niego ftófownie odmieniwfzy inne kąty, wprowa- 
dzić im odpowiadaiącć wftawy w zrównania (L),(Q); 
będzie zaś kąt MCK—=q+-B'—4'==90%, iego wftawa 
=; czyli B'==9 0°—(q—A'); WR.B'=Doft. (g—4')s 
B'+q2==90%+4'; Wf.(B'+q) zDoft.4'; wprowadzi- 
wfzy te wartosci witaw w zrównania (L), (Q); 
pierwizé z nich zamieni fię na: 

FCA WR.A’ .Doft.A’ SE WASZA na 
GC: Dofi.(q—4')WR.(9—4') Wf.z(qg—4A 

I i A j 
T osa Une AR! 24 tzróyganiE zas (©) Et: 
WR.zą.Dafy. 24 —Dof. 2q.- * A 
EMS W W ft:q-Doft.A! jah, i 
CG?  Wf.(q—4') Dofty.q.Sty.A’ 


si aže zrównanie (3) pod §.10. daie nam 

CM.CK=CG.CH.V/ł.q; i znowu włafność VI śrzednic 

CH2+-C G?=CM?+CK?; (CM+CK)?—2€K.CM=CH? 

+(CG?; (CM—CK)*+2 C€K.CM=CM?+CK*==CH?-+CG? 
D włoży- 


nie fię 


50 GEOMETRY1 wyiszey 
włożywfzy za CK.CM. iego wartość, otrzymamy: 
1 CMFCK=V [0634-CH2--2CG.CHW.q] 

- CM—CK=y [CG3+CH2—zCG.CH.Wf. q] 
te dwa zrownanid daią nam CM, CK, w funkcyi CG, 
CH. Srzednice do fiebie pionowe jakie fą CM, CK, 
albo na fig. zo. GI, BE nazywaią fie GŁówNEMi 
(Diametri principales). - Zrównanie (©) w §. 1o. 


właśnie ftuzy wipół-ufzykowanym na takowych śrze- 


da tą ` i k? Dy 
‘dnicach rachowanym y' =—(g%—x3), w niem x, y 
ę p2 


bedac w famych potęgach drugich nie odmienią nie 
Ttawizy fie z dodatnych odiemnémi, i przeciwnie; co 
dowodzi, że linia krzywa przedzielona takiemi srze- 
dnicami ieft w fwoira ryfunku i wielkości ze wizy- 
ftkich ftrón równą, czyli że odnoga nad GI równą 
odnodze pod GI, i odnoga położonź z iednéy ftrony 
BE ieft równa odnodze położoney z drugicy ftrony 
BE; to ieft: że dwie śrzednice główne linią krzywą 
opifaną zrównanićm (œ) rościnaią na cztery części 
równe i podobne, Tu pokazuie fię fpofób dochodze- 
mid w liniach iakichkolwiek porządków, wyżfzych, 
czyli te maią śrzednice lub nie? o czem nam nizey 
mówić przypadnie, Pociągnawfzy s śrzodka C do M 


linią CM, iey wartość będzie V (x2+y2)=V [x24 E, 

2 
(g?—x?)], a położywizy k=g, wypdda el) nalts 
ieft Ze w linii 2go porządku maiącćy dwie śrzednice 
Tobie równe, linia profta s śrzodka do iakićgokol- 
wiek punktu obwodu pociagniona, wyrazić fię może 
wymićrnie, i ieft ilością ftateczną, która to włafność - 
{uży kołu. Ale kiedy dwie śrzednice główne fą nje- 
równe, linia prawda CM ieft zawfze funkcyą niewy- 
mierną; ale niemafzli na śrzednicy GI iakiego pun- 
ktu tą włafnością znakomitégo? Na rozwiązanie tego 
pytaniá, przypuśćmy że F left takowym punktem, 
od którego liniá prowadzoni do M ieft funkcyą wy- 
mierną: potrzeba nam więc wynaleśdź CF=f, ponie- 

r waż 
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wit CP=x, PM=y, będzie FP=f—%; FM?=(f—x) 
2 

syifa) E (gx?) czyli - - + BM 
g* 


2f52 52) 2x(f2k2)g2 Te | 

(gK aS AHERE? | zęby: więc FM była 

funkcyą wymierna, potrzeba Żeby licznik oftatnićgo 
254 

ułomku był zupełną potęgą drugą, a see. f aoe 

7 g— CAŁĄ 


2k? 2 b BE $ | t 
= Ge rozwiązawfzy to oftatnie zrównanie 


gS? kh? 
zndydzićmy f2==g?—k?, f==żV (g?—k*), ponieważ 
f má dwie wartosci równe, iednę dodatną a drugą 
odiemna; punktów takowych znayduie fig dwa w ró- 
wney odległości z obydwóch ftron śrzodka ©. Ale 
Że wartosé na f nie może bydź rzetelną tylko kiedy 
g>k, punkta takowé nie mogą fie znaydować tylko 
na śrzednicy więkfzćy, i fą tem odległćyfze od Śrzod- 
ka C, im różnica dwóch osi GC, BC ieft więkfzą, to 
ieft, im linia krzywa ieft dłużfzą a wążfzą. Punkta, 
te nazywaią fie Ocniskamr (Foci curvae). Ponieważ 
trafiamy na te punkta biorąc śrzednicę GI za oś, dia 


wWłifności ae 


gnisk i linii = 


tego ta nazywź fie osią więkfzą albo osią POPRZECZNĄ nich wycho~ 
(Axis major, transverfus), druga śrzednica BC nazy- dzących, 


wś fie Osta MNIEYSZĄ SPRZĘŻONĄ, (AXIS minor; com: 
jugaius). Punkta G, I, nazywaią fig WIERZCHOŚKA- 
mi (Vertices) u których ftyczne fa zawize xówno- 
leglé BC. Włożywfzy wśrtość odkrytą na f w FM, 
: xV (g3—k*) _ 
wypadnie FM=g— ZS ck! ; GM=g+ 
5 
weźmy teraz za odcinek EF=x=*v (g>—4k*), à 
włożywfzy tę wńrtość za % w zrównanie (C) wy: 


padnie y= — =FR, to ieft, że przyftąwa z ognifką 
= { / 


o 
prowadzona pionowo ieft iłością ftateczną, i trzecią 
proporcyonalną między dwiema osiami głównemi, 
Podwóyna taká przyftawa czyli cięciwa RS nazywa 
Dz fię 


Figa 20 


xV (534?) š 


` 


= mamy J=g—dZV (g*—gt), a przeto g= 


Zrównanie 
biegunowe na 
linie 2g0 por 
wzadku, 
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fie Mrarg albo LINIĄ RÓWNANIA (Parameter, latus re 
étum), dla tego, że fiużyć może za miarę porównywa- 
nia, czyli za iedność wpfół-ufzykowanym. Nazwiymy 


terdz odległość ognifka od wierzchołka FG=d, FR=_ 


> 


z 
T t 
‘ent 


7 ; maląc znane £, d, mamy wfzyftko w 
20—C = r 
linii krzywey wiadome. 

Maiąc iuż obydwie osi wyrażonć, przez odległość 
ognifka od wierzchołka d, i przez miarę równaniń t, 
łatwo nam ieft barzo linią iakąkolwiek FM przez c 
id wyrazić, a wciągnąwizy iefzcze kąt GEM, któ- 
ry ta linia czyni z osią, odkryć zrównanie między 
FM, i tymże Kątem; a naprzód poniéwaz FM=g— 
XV (g?—k? x(g—d R 
akc: aig (8-9), kładąc za g, wartość zna- 


} A pd? dz 
lezioną ; będzie g—d= seme FM= 
2d—c 2d—c 2d—c 
—n 

— ŻĘ nazwawlzy FP=z, będzie x=CF—z= 
(czadjd R ACZ 

PY PGC włożywizy w FM tę wartos¢ za x, o- 
trzymamy FM=c4+ MA => Niech te- 


ráz będzie kąt GFM=v, przeto z=— FM. Dyj.v., 
włożywfzy te wśrtość za z w FM, i nazwawizy 
FM=r, otrzymamy zrównanie: 
wie seer ey (4a). 
d—(d—c) Dofł.v. 
to zrównanie zamyká dwie ilości r, ‘kat w; które 
Wziawłzy za ilości odmienne, wyrażćmy nowym 
ipolobem wizyftkić gatunki linii 2go porządku. Na 
leży 


à 
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feży nam tu oftrzet, że (Aa) ief zrównaniem nday- 
wóaźnieyfzem, i naywiękfzego uzycid w Aftronomii, 
gdzie ié nazywać zwykli ZROWNANIEM BIEGUNOWEM 
(Aequatio Polaris.) 

J teć to fà wláiności powfzechnć wfzyftkim lini- 
om 2go porządku, których użył Newton-do racho- 
wania biegu ciał Niebiefkich, w fwém niesmiertel= 
ném dziele: Philofophiae Naturalis Principia Mathema- 
fica, a które J.P. Euler wyciągnął z uwag ogólnych 
zrównania żgo ftopnia między. dwiema odmiennemi 
x,y, fpofobćm tu od nás użytym. ; 
i $. XII. 

Po wyłożonych ogólnych włafnościach wfzyftkich 
linii zgo porządku, przypada nám poznać różne ich 
gatunki za pomocą fzczególnych warunków wpro- 


Gatunki Lint 
(krzywy ch 2go 
„porządku. 


wadzonych w zrównanie (PB). $. 10. y*=n+-px+qo*. . 


Aze nátura i ryfunek linii krzywych zawif od na- 
tury pierwiśftków zrównaniź (8); te zaś pierwiaftki 
‘od ftanu i wśrtości ilości ftatecznych m, p,q; idzie 
za tem, Ze warunki pewne przywiązane do tych ilo- 
ści ftatecznych, dadzą początek różnym 'gatunkóm Ji 
nii 2go porządku. Nie zapominaymy iefzcze :0 témy 
Że px bydź może wyrzucone, bez narufzenia natury 
zrównania; że n -w {wym znaku zawiflo od q, iako 
dzielnika, że na koniec x odmieniaiąc fig dofiąc może 
* jakichkolwiek wórtości nadanych m, q: a przeto że 

gatunków różnych linii krzywych nie należy nam 
upatrywać tylko w różnych znakach q, albo w iego 
zhifzczeniu. Biorąc więc q za odiemne, dodatne, 
lub zeró; wypádáć nam powinny linie krzywe 2g0 
porządku, każdemu 'warunkowi odpowiadaiące. -Za- 
czniymy od -q 'odiemnego, ‘a odniofifzy początek od- 
cinków do srzodka, czyli uczyniwizy -x=X-- Re 9- 


2g 
trzymamy zrównanie 


ybg? a 
D3 gdzie 


Bllipfa i iéy 
włślności. 


Fig, 24: 
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e a 
dzie b=n+ p. chcąc poznać ryfunek linii tem zró. 
S A 4c p y: 


wnaniém: opifandy, uwáżáymy naprzód czyli má od- 
nogi niefkończone lub nie? to ieft, czyli przefzedifzy 
przez wfzyftkie warofty x, wźrtości na y wypadną 
rzetelne lub uroione. Ponieważ q ieft odiemném, 
—4%* nieprzeftanie nigdy bydź odiemnem; a przeto 
y nie będzie rzetelnem, tylko kiedy b>gycz, czyli 


*RY —, linia więc krzywą fkończy fie na odcinku 
FA] 


Be ules ; > 
równym: V—wzietym z obudwéch firon osi, a przeto 


nie md Żadney odnogi niefkończoney. Wziąwfzy 
więc. na fig, 24. S. za érzodek linii krzywcy i począ. 


tek odcinków razem, SAY”, B=—y?, po- 
q ą 


nieważ na s=ty_, y=0, linia krzywa przeciąwfzy 


oś w punktach 4, B, fkończy fię na nich. Uwazmy 
iefzcze iak dalekou S przyftawy fie rościągną: w miey- 
feu 8, x=0, y=ZV b, to ieft że przyftawa u $ jeft 
Hością ftateczną fkończoną, a przeto wziąwizy CS 
SD=V b, linia krzywá zamknie fię między cztérém4 
punktami 4, B, C, D; czyli między dwiema śrzedni- 
cami 4B, CD, którą nazwano ELripsa (Ellipfis), 
Widzieliśmy dopiero że $4, SC, fą funkcyami ilości 
ftatecznych b, q, wchodzących w zrównanie: niech 


b 
będzie SAzzg=y =, SC=k=V-b, przeto b=k2, 
q 
= is I zpównanie na Ellipfę zamieni fię na inne: 
kz 
y= (greeny -1-- /(4), 
gdzie S4, SC, które odtąd nazywać będziemy pót- 


ofiami Eliipfy, będą ilościami fiatecznemi zrównania. 
WS. 12. 


Rozpziaz II. ss 

W $.12. znaleźliśmy dwa ognifka na linie 220 po- 
rządku, czyli f==*v (g2—k?) którć znayduiq fig w 
każdcy linii maiącćy dwie śrzednice nierówne, a 
przeto w Ellipfie: im g więkfzć będzie od k, tem 
SF czyli f będzie dalfze od śrzodka; a przeto Ellipfa 
dłużfza: im zaś g będzie fie barzićy zbliżać do k, tem 


' punktaF, G, padną bliżćy śrzodka, i kiedy g=k, f=o, 


zrównanie zas (4) ftanie fie ys=g*—x* zrówna- 
niem na koło; podług więc więkizey lub mnieyfzćy 
odległości punktów +, G, od śrzodka S$, którą to od, 
ległość nazywać będziemy Mimo-srzop (Excentrici- 
tas); Ellipfa oddala fie lub zbliża do koła. Staray- 
my fig nafimprzód poznać włafności Ellipfy przez 
linie wychodzące z ićy ognifk i śrzodka. Ponićwaź 
SF=V (g—k*), PE=v (g?—k7)—x, FM?==y?+- 

[V (g—k)—x]*, gdzie za y włożona wórtość Z 


zrównania (4), uczyni PM ge WAS, 
Ej 
2__k2 
GM=s+ 36 (Sah: a przeto FM+-GM=2g=4B; 


to ieft: Ze fumma linii z ogmifk do- iakiegokolwićk 
punktu Ellipjy prowadzonych, teft równa osi więkfzey, 
PIERWSZA WŁASNOŚĆ ELLIPSY. - 
Poprowadźmy do tego famego punktu M ftyczną 
MT: $. 12. nauczył nas, ze SP:84::84:ST, to ieft, 
2 2y 2 pz doch 627 
gre 3 gr SSC pr s W EZ, 
% x x 
ftóluiąc wartosci na FT, FM; GT, GM, otrzymamy: 
FT:FM=g:x - - GT:GM=g:x więc 
FT;FM=GT:GM to ieft: PIME eee 
WR.EIM  WAETM 
WhEMT=Wh.GMQ: czyli dwie linie profe z ognijk 
do któregokolwiek punktu Ellipfy prowadzone, równe 
Ją nachylone do fłyczney tego prmktu. DRUGA WŁA- 
SNOŚĆ ELLIPSY. 
Aże znowu G1:GM=g:x; 8T:S4=gx - - ~ 
GT:GM=ST:SA, poprowadziwfzy zaś z śrzodka $, 
D4 SR 
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SR równo-legtą GM, tróykąty GMT, SRT, dadzą GT: 
M=ST:SR, a przeto SR=SA, zndydziemy przez po- 
dobnć rozumowanie SO=SR=SA, to ieft: że linie.s 
śrzodka do fłyczney prowadzone równo-ległe liniom 
wychodzącym z ognijk, [a fobie, i połowie osi więk[zey 
równe: tak dalece: że FM+GM=SR+-SQ=4B. TRZE- 
CIA WŁASNOŚĆ ELLIPSY. - 
Staraymy fie terz wynaleśdź wartość na TM 
przez funkcyą ilości wchodzących w zrównanie na 


2 2 2 
Ellipfę. Poniewóż ST= Š, PT=SE". włoży. 
x x 


wizy wartosé licznika wyciągnioną z (A), otrzyma- 
252 

my PT= 25, a przeto TM=V (TP:+-PM2) = 
26 


Ay 21 dy 2 
yk ` WADĄ zrównanie zaś (4) na Ellipfę daie 
AT 


Sy =k*g*—ktg?x*; co włożywizy w wśrtość na 
Ryczną; otrzymamy TM= av [g*—x?(g*—k2)] = 
Cx 


g J 'M2.k2 2 ST 
2V(FT.GT)s s kad rT se pecan I 


y? 
2 
to GT= AZ mamy zaś s podobieńftwa tróyką- 
PEFT 


tów TG;TS="TM:TR - - TR= ek włożywizy 


za GT wartość dopiero znalezioną, wypadnie - 
ETRT > dE ć z 
TR= T to ieft: TM:PT=FT:TR, więc tróykąty 
PMT, RFT, fq fobie podobne, i kat FRT ieft kątem 
proftym: przez tenże fám fpofób doydziemy że i kat 
GQT ieft proftym, Ta włafność uczy nas wynay- 
dować geometrycznie obydwa ognifka w Ellipfie ma- 
iąc śrzodek i ftyczną: poprowadziwfzy bowiem z 


śrzodka S, do ftycząćy linie SR, SQ; fobie i połowie 
» OSI 


Eg 1 © = pe 2. OWO ZZ O O em ae 


ROZDZIAŁ II. $7 
osi wiekfzdy rowne, potém s punktów R, Q, fpu- 
ściwfzy dwie pionowe, te przeydą koniecznie przez 
ognifka F, G; co czyni CZWARTĄ WŁASNOŚĆ ELLIPSY. 

Rownaymy -terdz tróykąty podobne ERT; PMT; 
SQT; dla wynalezienia wartości na FR, GQ, będzie 
naprzód: 


TM:PM=FT:FR - - FR== LU 
TM- 
TGy © 
TM:PM=TG:GQ - - GÓ= —— 
Q O mm 
w te oftatnić zrównania włożywfzy wartosé wyżćy 
znaleziona na TM, wypadnie FR=kV aan AA, 


GQ= kV = a przeto FR.GQ=k?=CS to ieft; że 


oś mnieyfza Ellipfy iefł śrzednią proporcyonalną mig- 
dzy dwiema pionowemi [pufzczonemi s fłyczney do 
ognifk. PIĄTA WŁASNOŚĆ ELLIPSY. 

Ieżeli iefzcze s śrzodka fpufzczćmy na ftyezna, 
pionową SL, ta naprzód rozdzieli tróykąt SRO - na 
dwa równo-boczne, i równo-kątne podług włalności 
III: powtóre uczyni tróykąt STL podobny każdemu: 
s trzech uważanych w poprzedzaiącey włafności: 


przeto 
reroror Sł = OO not 
FẸ VFT.GF 
CPN. Petey k.ET 
przedzaiąca zaś włafność dała FR= —————, Prze- 
V FT.GT 
k SF z 
to SEL—FR==————_— ==SN, s kąd otrzymamy: 
VFT.GT 
k.G ż 
SL+SN= e) 8 J: i EN, a prze- 


2 ZO NB 
v(FT.GT)” Á V (FT.GT) 

ta SL7—SN?2==k?=SC2, = - SN=v (SL?—SC+), zró- 
wnanić na wynalezienie punktu N, s którego fpu- 
fzczoną linia pionowa FN, przeydzie przez ognifko. 
Ds Gdy- 
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Gdybyśmy punkt P przenieśli do ogniłka; a punkt 
; fa przyftawę pionową wychodzącą z F; byłoby 
x=V (g%—k2); x =g—k2, co włożywfzy w żró. 


: ; ł k BIS > 
Wnanie (4) na Ellipfe, otrzymamy y=, wartosé 


ma LINIĄ RÓWNANIA (Parameter). Ta Tiniá daie 
nam związek obydwóch osi w Ellipfie, które 43 iey 
śrzednicami razem: włafność II. Elliply. odktyła nim 
znowu związek między -4$, FM, GM; maiąc zaś na 
pamięci $$. 10. 11. możemy ten związek. przenieść 
«do innych śrzednic iakichkolwiek, A naprzód wié- 
niy z włafności ogólnych linii 2go porządku, że po- 
ciągnawfzy z śrzodka do punktu M linią SM, i tę 
wziąwizy ża śrzednicę; linia SK równo-legła ftyczney 
TM, będzie” icy średnicą iprzężoną; Nazywam 
SM=p, SK=g, kąt KSM=g, mamy s $. 41, - - 
PPS gK z $. 10. zró. (3) * > gk==pq.Wf. & 
u, c2 2 
‘ade pimanpas CE) P= gtk p= 
5 

ga ZO =FM.GM, zndydziemy przez po- 
dobrie rozumowania że p?=FK.GK, to ieft: że śrzę- 
niea každa w Ellipfie, ie śrzednią proporcyonalng 
miedzy dwoma liniami wychodzącemi 2 ogni, do 
punktu iey srzednicy Jprzężonty ma Ellipfie, Szosra 
"WŁASNOŚĆ ELLIPSY. 


Aże pod wiaf. 1. IŁ. FM:GM=* FTT, przeto - 
5 


Ske ŻY(ET.GT). | Związek wipół-ufzykowa- 
8 


nych w zrównaniu na Ellipfe (A), wyrażony 'ieft 

przez funkcyą dwóch osi S4, SC; maige teraz Wwy- 

raz osi nowych SM, SK, przez picrwizé; nie będzie 

mam trudno wynalesdź wartości X, Y, przez funkcyż 

$M, SK; stąd -zaś wyciągnąć wórtość na KI rownó- 
5 lęgłą 


RozpziaŁ II. sa 
legła MP. Pamigtdymy tylko że TM= ZY FT.GT; 


SYS: óvkaty i je 
PT==1 $, i że tróykąty TMP, SKI, fą fobie pode 


2 


bne: przeto. 
"SKy kę 

TM:MP--SK:KI - - Kis SY = 
SK.FP 

TM:TP==SK:Sl «= $les So E 
TM k 


skąd wypada, Kl.SI=xy==SP.PM: to ieft: że do. 


dwóch punktów Ellipfy leżących na srzednicach fprze- 
onych poprowadziw|zy w/fpol-ufzykowane, mnogość 
iednych, ieft równć: mnogości drugich, czyli przyfławy 
fa w fofunku fpacznym do odcinków. SToDMA WŁA” 
SNOŚĆ ELLIPSY. , 
Wróciwfzy fię.do zrównań pod włáfnoscią VI, 
LR (EAK a A 
pkp  p?e* eys WYCĄSRIĆ MY Spier, 


gz 


AŻ 2 2 i k ign 2 
wizego x= CO A. z drugiego y= akt 
V (sk) V (g°—k*) 


kx VW (p2—k? 
a przeto EACH AG: A: SEE SSL 


Tig FOR RANT 

ty g w €g*—k*) k 

g2— 72 i ił 
mim; skąd poznamy kąty PSM, KSI, w fun- 
v (g*—**) 
kcyach famaych osi. 

Zoftawiliśmy na końcu $. 12.-zrównanie (4a) na 
wfzyftkić linie 2go porządku, chcićymy ić teraz przy- 
ftófować do. Ellipfy, tak aby w nić żadnć inne ilości 
ftateczne nie wchodziły prócz osi więkfzey g, i mi- 
mo-śrzodu FS, który nazwiemy m, należy nam 
więc c,d, w zrównaniu (4a) będące wyrazić przez 

A ke? x p ke” g—m* 
g, m; azet——, mieg kA przeto (== = —3 
g 


3 
3 ð 

d==g—m, włożywizy te wartosci Zza c, d, w zró- 

manie (4a), "wypadnie: 

De 


= 


Zrównanie bie 
gunowe na El. 


lipfe, 


Parabola iićy 
włafności, 
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2 2 
m 
r= 8 


_- - (4b) 

g—mDofł.u 

Zrównanie (4b) na Ellipfę zamyká dwie ilości od- 
mienne, r i kąt v; co nás prowadzi do rozleglyfze- 
go poznawania linii krzywych, w których nie tylko 
dwie linie proftć ktérésmy wipółufzykowanemi na- 
zwali, bydź mogą ilościami odmiennemi i wyrażać 
naturę lini) krzywey; ale nawet i kąty. Takowa 
linii krzywych uwaga wielkiego w mechanice uży- 
cid, odmienią. cale poftać zrównania, i wyciągać po 
nas będzie ofobnego roftrząfania, 

Wróćmy fie iefzcze do dawnego ftanu Ellipfy, a 
chcąc początek odcinków s śrzodka $ przenieść do 
wierzchołka 4, potrzeba nam położyć w zrównaniu 
(4),g—x za x; a przez tę fztukę zamienićmy ić na 

c2 A A. IC? 
y= -— (2gx—x*), nazwiymy linią równania —x—=f, 
cj 
odległość 4F==d, będzie d=g—v (g*—gf), rozwią- 
2 cg 
zawizy to zrównanie otrzymamy g= rer - - 
2 — 
Vi à é : 

——; gdzie 2d>/, z natury Elli- 
VGI) > g f y 
ply; włożywfzy za g, k, dopićro znalezione. warté- 
ści, otrzymamy zrównanie na Ellipfę, 
(2d—f)f.xc? 1 

d? Kar 
gdzie wierzchołek linii krzywey ieft początkiem od- 
cinków. 


k=V fg=d 


yż==2 fs — 


$. XIV. 
Przyftąpmy iuż do wprowadzeni4 nowego warun- 
ku w zrównanić y?=n+px+gx?, to ieft uczyńmy 
q=o, a zrównanić y*=n+-px, wyrazi nówy gatu- 
nek linii 2g0 porządku; którego chcąc poznać ryfu- 


: 3 n 
nek wyrzućmy m, czyli położmy za x, x— —; a 
p 


zamie- 


——— EZ NZNNNNNNA 


peA 
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"zamieniemy ié na y =p, y=tV px, ponieważ x ieft 
ftopnia nieparzyfiego, wizyftkić iego wartości do- 
datne uczynią y rzetelném, to ieft wfzyftkie wzro- 
fty x, które fig tylko pomyślić mogą, byleby były 
dodatné, dadzą na y dwić wartości rzetelne równe; 
linia więc tém zrownaniem opifana rościągnie dwie 


„odnogi bez końca w tę ftronę, gdzie odcinki przypa- 


daią dodatne, i oś przedzielać ią będzie na dwie czę- 
ści równć. Taką linią wyftawia nam fig. 25. gdzie 
os AB pociągnie fie z odnogami linii krzywey w 
odległość niefkończoną: biorąc zaś w zrównaniu >» 
ys="v px, x odiemnie; y na każdą takową wartość 
będzie uroionem, przeto linia krzywa od początku- 
odcinków 4, ku T nigdzie fię nie pociągnie, a ieżeli 
oś więkfzá ieft niefkończoną, mimo-śrzód, który ieft 
funkcyą tey osi podług $. 12; będzie także niefkoń- 
czenie. odległy, i oś mnićyfzą przechodząca przez 
érzodek także niefkończona. Linia ta krzywa nazy- 
swa fie PARABOLA (Parabola) maiąca dwić odnogi 
niefkończonć na ftronie odcinków dodatnych, srzo- 
dek, a przeto osi obydwie bez końca. 

Teżeli w zrównaniu (4'/) na Ellipfe, uczyniemy 
2d—f=o, to zamieni fig na zrównanie y?=2fx Wy- 
rażaiące Parabolę: uczyniwfzy zaś zd—f==0, wpro” 
wadzamy kondycya iftotną Paraboli, to ieft zd=f, 
czyli: że w Paraboli przyfława przechodząci przez 
ognifko, czyli miara réwnania ief dwa razy więk[za 
iak odległość tegoż ognijka od wierzchołka. ` Aże dru- 
gie ognifko przypádaćby powinńo z drugiey ftrony 
śrzodka, który ieft niefkończenie odległy, Parabola 
więc nie ma tylko iedno ognifko, i w nićm FL=24F. 
PIERWSZA WŁASNOŚĆ PARABOLI. 

Tezeli AP=x, PM=y, y =2 x==2FL.4P; FP=x 
—;/; więc FM2=y2-+-x?—fx+4f?3 FM=x+zf=AP+ 
AF. DRUGA WŁASNOŚĆ PARABOLI. 

Ta włófność Paraboli podaie nam barzo łatwy 
fpofób znalezienia iey punktów geometrycznie: ieżeli 
bowiem 


Fig» 250 
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bowiem FM=AP+AF, na osi 4B poprowadziwfay 
równoległe MPM', i na każdy: odcinek ryfuige łuk 
koła którego promicń =AP+AP, gdzie té łuki prze- 
tną linie równo-ległć MPM! tam będą punkta Paraboli. 

Poprowadziwfzy do punktu M; ftyczną MT, punkt 
T oznaczémy z włafności ogólney na linie 280. por 


2 
rządku, ieft bowiem BT= 8° rachuiac odcinki s 
x 
śrzodka; biorąc ié zasu wierzchołka 4, trzeba za x 


r x g? as 
położyć g—x; WAG CBs LOPS AB —g= 
gx gx 
r azs aże s=4 §—*==$§ >, więc AT=x—4P, 

g—x 
TRZECIA WŁASNOŚĆ PARABOLL, 

Ponieważ FT=4T+AFZAP+-AF—FM, tróykąt 
ETM ieft równo-ramienny, i kąt TMF= katowi MTF 


Przeto MEP=2MTF; Sty MTP= 2; Sty. 2. MTB 
2% 
4 / 2 
Sty MEP= an i znowu FT' będąc =FM, 
2x— x— 
ptofto-padłą FS `z ognifka na ftyczną rozdzieli TM 
na dwie części równe: powtoré AT będąc równe AP; 
pionowś AS rozdzieli takže TM na dwie części róż 
wne, więc punkt $ ieft fpólny dwóm pionowym AS, 
ES. S tych włafności wypada; TM=V (4x2 2fx)= 
2V Be(+2f)]=2V (AP.FM), TSV (A4P.FM)=y' 
(AT.ET.) z włafności Zaś troykatéw mamy: 
AS: IS=AP:FS - -. AP:.48== AS: AP, 


ne ARTS ap ae ; 
Poe eect adi =y (4F.EM), Czwak: 
48 v(aRapj | (4PPM). Czwa 


TA WŁASNOŚĆ PARABOLI, 
Spuściwfzy na ltyczną Brofto-padłą MY, mamy 


PT:PM::PM:PW - - PPZY” _ fe =f, więc 
2% 2% 
PW=RL=24F, a przeto FW=AP—4P4 AF—AP+ 
AE 
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HF=FM=FT; PIĄTA WŁASNOŚĆ PARABOLI. 

Prowadźmy-od M równo-ległą osi MN, i przecią- 
igniymy ftyczna do X, ponieważ widafnos¢ V. uczy 
nás Że kąt FMW= katowi FWM; PMN=TNW==go0*. 
odciągnawfzy od każdego WMN, wypada kąt NMX= 
katowi FMT. wfzyftkić więc linie równo-tegłe osi 
pńadaiąc na Parabolę i odbiiaiąc fig pod kątem równym 
ido ftyczney, zniydą fig w ognifko. 

Przyftófuymy terńz zrównanie Biegunowe (4a) 
do Paraboli, którego liż niemożćmy przez funkcyą, 
osi i mimo-śrzodu”wyrazić, ‘dla tego że obydwić te 
linie fa -niefkonczoné *w Parabeli, możemy ić atoli 
wyrazić albo przez linią równania, albo przez od- 
ległość ognifka od wierzchołka. Ze zaś w paraboli 


€ : . , . 
dz= zrównanie biegunowe będzie: 


2 
2 2 
EEK | PRBI ZZA PY 
d+dDofiu . c+cDofł.v 
$. XV. 


Zoftaie nam iefzcze ieden warunek do wprowa- Hygerbóla i 
dzenia w zrównanie y 2—=n+-PX-FQX*, to 'ieft Żeby q iéy włdfności- 


było ilością koniecznie dodarną, skąd nam wypasdz 
powinien trzeci gatunek linii 2go porządku. Dla 
poznania ryfunku tey nowey linii krzywey, wyrzuć- 
my drugi termin s tego zrównania, czyli odniesmy, 


odcinki do srzodka, wziawizy xox—P a z 
2q 
PAL: Cn; zrównanie podane ftanie fig: 


49 
yż=qx—M, 
pićrwiza uwagą nad tém zrównanićm 'przekonywa, 
nas, że a będąc odiemnóm, uczyniwfzy x=0, y fiá- 
nie fie uroionćm, to ieft ze linia krzywa, nie przęy- 
dzie tam, gdzie przypada iey srzodek: biorąc potem 


za « wartosci mnieyfze od W —, iefzcze -y nie prze: 


Atanie 
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ftanie bydź uroionem: kiedy xiv, y==0, to ieft 
q 


Że dopiero w odległości VŽ od śrzodka, linia krzy- 


wa przeciąwizy oś, zacznie fie z dwóch ftron, to ieft 
w ftronie odcinków dodatnych i odiemnych; będzie 
fie więc znaydować rozerwana w dwóch mieyfcach, 
tak dalece: że obrawfzy na fig. 26 C za śrzodek, 


uczyniwfzy CA=CB=V—, liniź krzywa zacznie fię 
q : 


przy 4, i B, w zadném zaś mieyfcu przy linii 4B, 
nie będzie przechodzić: przefzedifzy za 4 i B wfzy- 


fikie wartości na x będą więkfze od VA; aże takie 


wartości bądź dodatné bądź odiemnć, uczynią pier- 
wiaftki zrównania zawfze rzetelnemi, i nie odmienią 
nic wich wyrazie dla potęgi x parzyftey, przeto linia 
krzywa począwfzy ad Æ i odwróciwfzy fie od śrzod- 
ka rościągnie dwie odnogi bez” końca: toż famo 
przytrafi fie u B; na każdą bowiem wartość dodatną 
x, będą odpowiadać dwie wartości y równe, i na 
każdą wartość odiemną, dwie takież: linia więc 
krzywa będzie miała cztery: odnogi niefkończone, to 
ieft dwie na odcinki dodatne odpowiadaiące przyfta- 
wom dodatnym i odiemnym; i dwie na odcinki od- 
iemne, naznaczonć także dwoiakiémi przyftawami. 
Jedna para takowych odnóg będzie oddzielona od 
drugiey linią AB; ieżeli tę linią weźmiemy za oś, a 
razem za śrzednicę iako przechodzącą przez {srzo- 


dek, będzie CAzY =g; a=qg*, i zrównanie na 


linią którą nazwano Hyperbola będzie: 
Y==q(x*—g), 
Zatrzymaymy fie teraz nad pierwidftkowém przy- 
pufzczeniem, zbliżywfzy te rozumowania, które nam 
fłażyły do poznania ryfunku w Ellipfie. Wzięliśmy 
w pierwfzem 
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w pierwfzem zrównaniu a za odiemne, i uczyniwfży 
x==0, wypadło y uroionć, ale że w Ellipfie i w ka- 
Żdey linii zgo porządku biorąc srzodek za początek 


odcinków, na x==o, otrzymaliśmy zawfze wartość 
drugićy śrzednicy czyli osi mnićyfzty, takowa gs ialk ` 


widzémy ieft uroioną w Hyperboli, czyli przez te 
micyfca gdzie oś poprzeczną przypada, Hyperbota 
nie przechodzi; gdybyśmy byli wzięli a za dodatne; 
na x=0, otrzymalibyśmy byli y rzetelne, ale na y=0, 
byłoby wypadło x uroione, to ieft Hyperbola znay- 


dowałaby fię była na linii RS, a oś 4B byłaby była 


zoftała uroioną. S$ tey uwagi wypźdź: naprzód że 
w Hyperboli iedna oś ieft koniecznie uroloną: powtdo- 
re, że którakolwiek s tych osi weźmiemy za uroia- 
ną, linii krzywa odmieni fwoie położenie, ale nic 
nie odmieni w fwoićy naturze i włafnościach;, po- 
łrzecię Że to położenie Hyperboli zawifło od a, bios 
rąc ić za dodatne lub odiemne, 

Wprowadziwfzy te włafność fłużącą famcy Hyper- 
boli, to ieft: że oś mnieyfza k, ieft uroioną kV —1, 
w zrównanie na Ellipfe; kładąc —k? za k*, zamie: 
niemy ić na zrównanię wyrdżaiącę Hyperbole: 

1.2 Ą 
y= (02-53) (mi) BD 
za ; y 
co włśśnie zgádzá fie s tem pićrwiaftków uroionych 
tłómaczeniem, którćśmy w Algebrze pod $. ts wy: 
łożyli: oś bowiem uroiona, pokazuie nam tylko, żę 
żaden icy punkt nie. należy do linii kraywey, ale bę- 
dąc linią oderwaną od odnogi, wyrażać maze barze 
dobrze ftófunki i włafności linii na tych odnogach 
zoftaiących, a przeto. może zaftępować w zrównaniu 
mieyfcć ilości ftatecznych.  lakoż przez tén- wpro- 


* wadzony warunek, możemy wfzyftkie włdfności El. 


$ 


lipfy przerobić na widfnosci. Hy erbolicząć, byleby 

té były funkcyami osi. Odległość n.p. ognifk w Hy- 

perboli =+V (g%+k?), będąc wyrazem rzetelnym, 

dowodzi że w Hyperboli fą. dwa ognifka F, G, 

tak iak w Ellipfie: to ieft prowadziwfzy przez śrzo- 
E dek 


= 
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dek linią pod kątem, którego doftawa równa ieft 
półosi g, i na tę z ognifka fpuściwfzy. pionową, 
przeciw-profto-kątna tego tróykąta wyrazi nim geo- 
metrycznie odległość ognifka od śrzodka CF=V (g? 
+k*); ponieważ (P=x, PM=y, FP=x—V (g?+k?), 
` a : ` (g7+k?)x? 
GP=x+V (g?+k2); FM2=FP2+-PM2>= S 7, 


g7 
202% 242 4 $ 2 
22 AA ia JF, z FM ZY SH „zdj 
5 ER 8 
podobnie znaydziemy GM= WAMI +g, a prze- 


to - - GM—FM=zg, to ieft: iak w Ellipfie fumma, 
tak w Hyperboli rożnica linii z ogmifk do iakiegokol- 
wiek punktu M prowadzonych, iff wyrazem ftate- 
tznym i równym osi więk/zey AB. PIERWSZA WŁA- 
‘SNOSC HYPERBOLI. a 

Chcąc * prowadzić ftyczną MT, a przeto oznaczyć 


2 
punkt T, mamy naprzód z $. 12. CT= 5, PIS CP 


OR a E, 
X 


ine A 2 2 2 : 
Grae ST przypatrzywizy fie warto- 
x 


ściom wyżey znalezionym na FM, GM;i porównawfzy 
de z FT, GT; wypadnie: 

FT:EM=g:x - - GT:GM=g;x - - FT:FM=GT:GM: 
to iet: WJ.FMT:WfR.FTM=WAR.GMT:WR FTM, więc 
WREMT=Wf.GMT. czyli: fłyczna do iakiegokolwiek 
punktu M, dzieli kąt zawarty między dwiema liniami 

‘oz ognifk do tegoż punktu prowadzonemi, na dwa kg- 
ty rowne. DRUGA WŁASNOŚĆ HYPERBOLI. 

Wartość znaleziona na PT; i wyciagniona z (B) 
ma PM, da nám poznać MT iako przeciw-profto-ką- 
tną tróy-kąta TPM: otrzymamy bowiem 
ira GPS PIĆ pi e s 

.kżx kx kx 


V (EM. 


Rozyzraz II. 


ST 


V(FM.GM). Pofpufzczáwfzy na ftyczną MT prze: 
ciągnioną z śrzodka i obudwéch ognifk pionowe CQ,, 
FH, GK, podobieńftwo tróy-kątów dale nam: 


TR CE, gy: 
TM:TP::CT:TQ - - TO= ——— err 
2 S="rM kav (EM.GM) ` 


TM:MP::CT:CQ:- - CQ= 
FT.PT 


CTy_ 8 sk 5 
TM V (EM.GM)’ 


gy EM | 
kxV (FM.GM) 


TM:PT::FT:TH - - TR==——— = 
i "TM 
M k.FM 
ALPE RTP A Heo ee Nes 
TM - w (FM.GM) 
ER 24.GM 
TM:PT::GT:TK - - TK= GIER Ez WO ZE 
TM kxV (FM.GM) 
GT.PM k.GM 


TM:PM::GI:GK - - GK=>————5FF————7 
sę K="1M  (V«(EMGMY 
skąd wypidd FH.GK=k* tak iak w Ellipfie pod 


g4,,2 
włafn. s. powtórć TH.TK=—.=CT.TP, to. reft: 
Le 
TH:CT::TK:TP. Pociagnawfzy linią CH, i podobną 
fobie wyobraziwfzy CK, znaydziem Ze OH OK 
TH+TK 24-f2 ears $ 
ETK SYV (S7+E) Stad zaś CH*=CQ*+QH* 
z kV (EM.GM) 
=g?, CH=g, znowu iak w Ellipfie: pod, włafh. TIT. 
to ieft: CH+CK—GM—FM=4B, znaydziemy iefacze 


[- 2 1-2 
CQO+HF= hilt SS ba a przeto, (CQ+-FH)*— 
gv (EM.GM) 
CQ?7=k*, to iek: CX=*y (k$+CQ7) na oznaczenie 
ognifk w Hiperboli. 

Widzemy więc oczywiście, iż uważane dotąd „wła: 
fności Hiperboli fa icy z Ellipfa fpólnć, tak dalece, 
że Hyperbola uważać fie może iako Ellipfa rozerwa+ 
na i odwrócona od osi mnićyfzey. Nim przyftąpie: 
my do widseiwfzych charakterów tey linii krzywey, 
przeróbmy do nićy zrównanie biegunowe $. 12. Ma- 

E2 my zaś 
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my zaś w Hyperboli odległość wierzchołka od ogni- 
fk 2. A „00 KE E mg? 
a d=m—g; linią porównania c= — =- R 
D , LECĄ £ 
włożywizy té wartości w zrównanie (da) $. 12. wy- 
padnie na Hiperbolę. 
m—g? 
tee Ad). 
s+mDojł.v (4p 
$ AIG $. XVI. 
Wipert olami Kiedy linie proftć z ognifk Hiperboli wychodzące 
dzy ledwo.nic eRe nas do wtafnosci takich, iakieśmy do- 
ftycznémi, i ftrzegli w Ellipfie; zaftanowmy fie nad widfnosciami 
icy włślności idy ftycznych, którć nas może nauczą znakomitfzych 
charakterów Hyperboli. Odległość od tego punktu, 
gdzie ftyczna przecind oś wypadła nam z $. 12. 


CT=®, CT będąc cśłkićm zawifłć w fwych odmia- 
x 


nach od x, nie może fię inaczćy zmnieyfzać, tylko 
Fig. 26. kiedy fie x powiękfza, to ieft punkt T na fig. 26. 
nie może fię. zbliżać do śrzodka, tylko kiedy fię odci- 
nek CP. od nićgo oddala, pofuwaiąc P, a z nićm 
. punkt M przez wfzyftkie odmiany - wzraftaiącć x, 
iakóżkolwiek zmnieyfzać fie będzie CT, nigdy punkt 
T nie padnie na C, i nigdy TM nie przeftanie bydź 
ftyczną, poki linia krzywa zoftawać będzie przy 
fwoich \iftotnych włafnościach, to ieft póki zrównanie 
na Hyperbolę nic nie odmieni w fwoim związku ifto- 
tnego. Tu pamiętni na początki $. 16. Algebry, wi- 
dzemy oczywiście, ze CT ubywaiąc zbliża fie do 
fwoiey granicy o, a z niem CP=x wzraftaiąc do 
granicy OO, ale obydwie te ilości nigdy fwych gra- 
nic nie dofięgna, poki natura linii krzywey zoftanie 
ta fama. Wyftawić fobie CT, i CP u fwoich granic, 
ieft to iedno co wyftawić fobie: że linia- krzywa, i 
iey ftyczna TM odmieniły fwóy iftotny charakter, i 
przeftały bydz tem, czem fą teraz; ale razem ieft to 
fobie wyftawić że linia krzywa i iey. ftyczna maią 
Za granice fwych odmian inne linie, do których fig 
coraz 
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ordz harziey zblizaiq, i w które fig zamieniaią, kiedy 
punkt T padnie w śrzodek, chcąc takowć granice 
poznać, wprowśdźmy warunek, na to potrzebny, to 
ieft: Ze x— 2 czyli że x dofzło do tego ftanu, w 
którym Żźdną ilość fkończoni nić może go ani 
zmnićyfzyć ani powiękfzyć, CT będzie =o, a linia 
TM ciągnąć fię nad odnogą Hyperboli, i zbliżaiąc fię 
corśz barzićy do niey, nigdy fig linii krzywey nie 
dotknie, chyba w ołegłości niefkonczoney, to ieft kie- 
dy Hyperbola przeftanie bydź Hyperbolą, i zamićni 
fie na linią innćy natury do którey fięiako do fwćy 
granicy zbliżała. _Takowg linią ciągnącą fię bez koń- 
ca nad odnogą Hyperboli maluie nam CX na fig. 27. 
którą nazywać będziemy LEDWO - NIESTYCZNĄ linii 
krzywćy (A/ymptota curvae). Nature takowey le- 
dwo-nieftyczney CX wyciągniemy zZ zrównania (B) 
na Hyperbole, uczyniwfzy w niem x= 4; a przeto 
zmazówfzy wfzyfikić ilości ftateczne dodane lub od- 
ciągnione, którć przed x nikną. Tym fpofpobem 


RURA ZAW a U e ZZA NA ; 
zrównanie (B) zamieni fig naj = —, które wyra- 
x 


§ 
24 dwie linić profté CX, CZ, to ieft na y dodatnć i 
odiemne odpowiadaiące odcinkém dodatnym; i zno- 
wu CW, CU. odpowiadaiącć x odiemnym, ciągnące 
fie po nad *drugićmi dwiema odnogami Hyperboli. 
Aże wprowadziwfzy x—=ż w zrównanić (B), odnie- 
śliśmy Hyperbole do tego micyfca, w którem fig li> 
nia CX zetknie z Hyperbolą, to ieft gdzie punkta 
Hyperboli zmiefzaią fię s punktami linii proftéy CX, 
i linia krzywa zamićni fig na ledwo-nieftyczną wy- 


: Af k ; 
rażoną zrownaniém ===. Przypadek ten fzcze» 
x 


gólny, na który nas wiatiości Hyperboli naprowa- 

dziły, ogarniaiąc ogólnieyfzym fpofobem, widzemy, 

naprzód: że linie krzywe maiąc odnogi niefkończonć 

zbliżaią fie fwym wzroftćm do innego rodzaiu linii 

iako do fwych granic; powtóre że takowe granice 
E3 tinii 


Fig, t73 


Pig, 270 
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linii krzywych wypádaią z ich zrowndn, uczyniwfzy 
wipot-ufzykowané niefkończonemi; przez co zmniey- 
fzywizy liczbę terminów w zrównaniu podanem, za- 
mieniamy związek fluzgey linii krzywey, na zwią- 
zek wyrdżaiący naturę ledwo-nieftyczney. Linie więc 
krzywć naturą między fobą różne, różnić fię iefzcze 
mogą przez granice,*do których fie zbliżaią, a przeto 
nowć ich wlafnosci wypaśdź mogą s porównania ich 
co do granie. Nim nową tę feorya ogólniey roftrzą- 
fać nam przyidzić, zatrymóymy fie nad włifnościa. 
mi Hyperboli położoney między ledwo-nieftycznemi, 
a uwagi teraźnićyfze ffużyć nam będą za wzór do 
przyfzłych dociekań. 

yok 
ae ast 


ine 
punkt M fig, 27. zniydzie fię s punktem X, i cd Wy- 
© 


Kiedy zrównanić (B), zamieni fię na 


rażać będzie ftyczną kąta PCX: u wierzchołka więc 
4 poftawiwizy pionową AD, będzie ftyczna ACD— 
AD : k 


J aprzeto k=AD, CD=V (g2+43)=0F; 


6 
ftyczna z4CD=Sty.DCE= > (§: 54. AIg.), gdy- 


by więc było AD=AC, Sty. ACD==1=Sty.459; Sty; 
DCE=3, to ieft, kąt między ledwo-nieftycznemi za- 
warty byłby kątem proftym, i takowa Hyperbola 
nazywa fie RówNo-BoczNą (Hyperbola Aequilatera), 
na którą zrównanić y2—=x*—g?; CD=(F=ky 2, 
Wróćmy fie do pierwfzego gatunku Hyperboli mię- 
dzy ledwo-nieftycznemi, gdzie g>k, ponieważ PX= 
|. a 2 e2 

O CERAIS ENEI py ACHGM_AG, 

S 


będzie MX=PX—PM=ZN= "SY. NX=PX+PM 
g 


wlozywizy 


__kxtgy kx? gy 
z 7 
§ za 


oY =MZ; XM.XN= 


RozbzraŁ IL. qx 

za gy? wrtosé wyciągnioną z zrównania (B), o- 
tzymamy XM.XN=ZN.ZM=k*=4D?. PIERWSZA 
WŁASNOŚĆ HYPERBOLI MIĘDZY LEDW.O-NIESTYCZNEMI. 
Poprowadziwfzy s punktu M, ML równo-ległą le- 
dwo-nieftyczney CZ; kąt LXM= katowi LMX, prze- 


to LM=LX, i tróykąt LXM U tróykątowi DCE; skąd 


E EEEN TM "MSG | SIENA. 


2kg 
c=cr ee CLIM = 
25 C 
(k2x2—=-g?y?) (gtk?) _ ktg? 


. to ieft: Zewzigwizy 
4k? g? 4 } 

iednę ledwo-nieftyczną zá linią odcinków, i na tey 
prowadząc przyftawy do iakiegokolwiek punktu Hy- 
perboli równoległe drugi¢y ledwo-nieftyczney, mno- 
gość dwóch. takowych wfpół-ufzykowanych ieft fun- 
kcyą nieodmienną. Z wierzchołka więc 4, pocią- 
gnąwfzy AH ró-wnoległą*CD, z wtafnosci tróykątów 
wypada CH=4H; aże ‘CL.LM—CH.AH—AH*, linia 
AH będzie niby linią porównania, którey potęga dru- 
ga równa fie wfpół-ufzykowanym wfpomnionym na 
iakikolwiek punkt Hyperboli. Druca wŁAsNOŚĆ Hyg 
PERBOLI MIĘDZY LEDWO-NIESTYCZNEMI, 

Ponieważ CH=HE=zy (g%+k2)=4H, nazwawfzy 
tę linią iako ftateczną a, przytym CP=x, PM =y; 
z włafności drugićy wypada nam zrównanić na Hy- 
perbolę między lcdwo-nieftycznemi yx==a? -- - (C). 
gdzie przyftawa będąc równo-ległą .CX, nie przecina 
tylko w iedném mieyfcu linią krzywą. Chcąc ie- 
fzcze doftąpić ogólnieyfzego zrównania na Hyperbo- 
le między ledwo-nieftycznemi, czyli, chcąc przyftaw 
nie przywięzywać dą Żadnego warunku, biorę linią 
jakąkolwiek IK, i tey przez M' poprowadziwizy 
równo-ległą Q'M' przecinaiącą linią krzywą w:dwóch 
punktach, nazywam CQ'=t, Q'M=u, a podobień- 
4two tróykątów P'M'Q', CIK daie :mi nafiępuiącć 
sproporcye: 


Eg KE 


3 
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KI:CI::Q'M':P'Q' KOZĘ; 
KI:CK:;Q'MP'M' - - - PM'= >> ae 
. 4 u.CI 
Aze CQ'=t=CP'+P'9!' - - mamy x=t— oR wio- 


zywizy te wartości za x, y, w zrównanie (C), o- 
trzymamy: ` 


2 Rr I2 ‘a 
EM NA, * v=-(D). 
CI €K.CI 


pierwiśftki tego zrównaniá fą dwa przeciecid Hy- 
perboli w punktach M', M; aże linia KI ieft nieod- 
mienną równie iak CK, KI, bo nie leży na żadnym 
punkcie linii krzywey, idzie zatém, że mnogość 
dwóch przyftaw należących do iednégo odcinku za- 
warta w oftatnim terminie zrównania, ieft funkcyą 
2 KI? 
ftateczną, czyli QMOM=R", TRZECIA WŁA- 


SNOŚĆ HYPERBOLI MIĘDZY LEDWO-NIESTYCZNEMI. 
Drugi termin zrównania (D) będąc równy fum. 
mie pierwiafików daie nam Q'M'+Q'M= = =e 
f 
Q'O, skad OM=Q'M*, gdy więc cięciwa M'M ftanie 
fie ftyczną lini: krzywey, n.p. VS punkt dotykanią 
fig F, przypadnie w famym śrzodku linii VS: -aże 
podług włafności HI. mnogość dwóch przyftiw do 
tegóż famégo odcinku należących ieft nieodmiennd; 
równaiąc takowć mnogości s ftyczną do linii krzy- 
Wey xrówno-ległą wizyftkim innym przyftawom, 
wypadnie nam zrównanić Q'M'.Q'M==b*, gdzie b, 
znaczy przyftawę dotykalącą fie linii krzywey, co 
nám pokazuie CZWARTĄ WŁASNOŚĆ HYPERBOLI MIE- 
-DZY LEDWO-NIESTYCZNEMI. 
Te oftatnić włafności uczą nás fpofobu prowadze» 
aid ftycznych do Hyperboli między ledwo-nieftyczne- 
mi. 


OMEN ERU ZODISZ 
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mi. Punktbowiem dotykanid fię leży zawfze w śrzod- 
ku linii do ledwo-nieftycznych prowadzonćy, s takie- 
go punktu Y pociągnąwfzy YT równo-ległą ledwo- 
-nieftyczney CW, podobieńftwo tróykątów nas prze- 
konywa, że ieżeli VY=3VS, mufi także bydź FT= 
2CV, iCT=3CS, skąd łatwy fpofób znalezienia pun- 
ktu V, albo S, a przeto oznaczenia ftyczney. A ie- 
: We sie ra x 
żeli podług wiafn. I. CT.TY==--——, kładąc za 
4 


CT, 3C$; za TY, 3CV; wypada CS.CV=g*+k*= 
CD2, to ieft: i 
CS:ED“ OE: GV3 

równaiąc te boki z wftawami kątów im przeciw- 
ległych, znaydziém, że kąt CSD= kątowi CEV, i kąt 
CDS= kątowi CVE, a przeto linie SD, VE fą fobie 
równo-ległć. PIĄTA WŁASNOŚĆ HYPERBOLI Migpzy 
LEDWO-NIESTYCZNEMI. 

Stawiwfzy fobie przed umyf cały zbiór uwag te- 
raźnićyfzego rozdziału, i upowfzechniwfzy niektóre 
doftrzeżonć włdfności, poznamy łatwo, co nam ie- 
fzcze do uwśżaniń w linigch krzywych pozoftaie. 
Uwagi ogólnć nad'zrównaniami zgo ftopnia pofłnżyły 
nam fzczęśliwie do poznaniń wfzyftkich widfnosci 
linii 2go porządku: Te włafności należą do trzech 
rodzaiów linii proftych maiących fwe punkta poło- 
zone na linii krzywćy, to ieft: do cięciw, srzednic, I 
Jłycznych, s których dwie pierwfze przecinając linie 
krzywe umieścić fie mogą w iedney kłafsie, przywo- 
dząc wfzyftkie włafności do przecięć i ftycznych. 
Chcąc fie trzymać tćy famey drogi w dociekaniu przy- 
miotów linii wyżfzych porządków, potrzebaby nam 
bydź w ftanie rozwiązani4 tak dokładnie zrownalt 
wyżfzych ftopni, iak ftopnia zgo, od czego ieftesmy 
iefzcze dalekiemi przez. niedofkonałość Algebry. 
Nie zoftaie nim więc inna droga do przeniknienia w 
rozłeglćyfze włafności linii iakichkolwiek porządków, 
iak tylko upowfzechnić tak daleko nafze myśli 3 

Es uwagi. 


Krótki zbiór 
nauki cał égo 
rozdziału od- 
krywd nam po 
zofłałć iefzcze 
o.liniach krzy 
wych docieka 
nią. 
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uwagi nad liniami krzywemi, aby ićuczynić niezawi- 
Rémi od rozwiązania zrównań. Potrzeba nam więc 
teoryą Srzednic i ftycznych do takiey wynieść ogól- 
ności, aby ta niepotrzebowała innych pómocy” Alge- 
bry, prócz ogólnych włśfności zrównań w Rozdziale 
Hl. Pićrwizey Części Algebry wyłożonych. A po- 
nićważ otrzymaliśmy dwoiakiego rodzaiu ftyczne; 
iedne należące do, punktów linii krzywey w odle- 
głości fkończonćy, drugić do punktów w odległości 
niefkończoney; te zas ofłatnie fluzac tylko famym li- 
niom krzywym odnogi bez końca maiącym, mogą 
nás nauczyć o iftotnym charakterze i podziale. linii 
krzywych na te, które fię w pewney rozległości za- 
mykaig, i te które fie rościągaiją bez końca, wypada 
nam naprzód ftófować linie krzywe do. ledwo-nie- 
ftycznych, i wytiągnąć ogólne {pofoby poznaniń ich 
odnóg; po.czem przyftąpiemy do poznania rozlegley- 
fzego teoryi ftycznych w odległości fkończoney, i 
wizyftkich włalności od niey zawifiych. Nakoniec 
zatrudnićemy fie roftrząfaniem przecięć w liniach iakich- 
kolwiek porządków. is 


ROZDZIAL TRZECI. 


Granice ilości CIAGLE WZRASTAIĄCYCH odmié- 
niaiąc związki zrównań, prowadzą nas do pos 
znania ODNÓG NIESKONCZONYCH w liniach krzys 
wych, skąd wypada podział linii w każdym 
porządku na rodzaie i gatunki: granice zaś 
ilości CIĄGLE UBYWAJĄCYCH vdkrywaią znako. 
mitfzć cechy ODNÓG SKONCZONYCH, i fpofób 
równania wfzyfikich linii krzywych s kołóm. 
$. XVII. 

jee za ciagitm uwag wyłożonych w poprzedzaią- 

cych rózdziśłach; nie możemy nie przyznać, Że ro- 

zeznanie 


ROZDZIAŁ Is > > 7% 
zeznanie linii krzywych maiących odnogi niefkończo- 
ne, od tych które fie w odległości fkończoney zamy- 
kaią, ieft adygłównieyfzćem znamieniem do poznaniń 


‘ich ryfunku. To zaś rozeznanie chcąc fobie doftępne 


uczynić we wfzyftkich porządkach, to ieft chcąc ie 
mieć niezawifié od rozwiązania zrównań; potrzeba 
nám fie zagłębić w teoryą granic, do których fig od- 
nogi niefkończonć linii krzywych zbliżaią. Granice 
te, ktérésmy ledwo-nieftycznemi nazwali, mufzą 


Ledwe=niefty 
czne linii krzy 
wych prowa» 
dzą nas do tee 
oryi granic. 
Wytyka fig nić 
dokładne téy 
teoryt tłóma= 
czenić, 


mieć także fwoić podziały i gatunki podług różnych 


wymiarów ilości odmiennych w zrównaniu. Wyftaw- 
my fobie różne potęgi ilości odmienney x, lub kilku 
na ráz; odfunąwfzy myślą takowe ilości odmienne 
do oftatnich granic ich wzroftu lub ubywania, i po- 
znawfzy ftan x w takowćy granicy względćm ilo- 
ści ftatecznych i fkończonych, poznać nam go iefzcze 
potrzeba względem innych ilości odmiennych, i 
względem różnych wymiarów teyże famćy ilości. 
Wielcy Geometrowie nafzego wieku począwfzy od 
Newtona, podzieliwfzy fig naprzód na zdania, zgo- 
dzili fie potem na różne ftopnić ilości niefkończenie 
wielkich, którć im otworzyły niezmiernie rozległą 
drogę wynalazków w Matematyce wyz{z¢y. Zapa- 
trzywfzy fie na tyle nieprzepartych priwd przez 
nich odkrytych, nie można było z wypadków. wątpić 
o pewności wprowadzonych początków. Ale tt. 
maczenie takowych początków tak zoftało ciemne i 
niezrozumiane w ich dziełach; iż zazdrofzezqc ich 
przenikłości, trzeba było ubolewać nad lofem prá- 
wdy, że wydobyta z głębi trudności, małćy liczbić 
rozumów ftawała fie doftępna; a co nadyżałośnieyfz4, 
że Geometrya będąc zawfze ftolicą oczywiftości, po- 
krywać fie zaczęła zafłoną, za którą ciężko fie było 
przedrzéé rozumowi. Któż bowiem mógł kiedy zro- 
zumieć ilości niefkończenie wielkie i niefkończenić 
małe podzielone na różne ftopnie, niefkończenie wię- 
kfze względem drugich niefkończonych it.d? A prze- 
cięż tén był ięzyk wprowadzony w dzieła. wielkich 
Eo ludzi, 
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„ ludzi, a znaczenie takowych fłów zoftało w ciemno? 


Znaczenie i 
początki teo- 
a Tyi granice 


ści fwoićy aż do czafów dwóch Geometrów Pary* 
gkićy Akademii d’ Alembert i Coufin, s których pier* 
wizy trafiwfzy fzczęśliwie na drogę prawdziwego 
znaczenia; zoftawił drugiemu chwałę wyłożenia w 
całćey mocy i świetle naytrudnićylzych początków 
Matematyki wyżfzey. Obydwa atoli zoftawili ie- 
fzcze wiele do czynienia w iafnem wyłożćniu ró- 
żnych ftopni ilości niefkończenie wielkich. Spodzie- 
wam fie Ze to, co mi długa uwaga podała, będzie 
miłą dla czytelnika rzeczą, bo go przyprowa: 
dzi naprzód do wyftawienia fobie w ogólnym obrazie 
prawd matematyki wyżlzey; powtóre; że teoryą od- 
nóg niefkończonych w liniach krzywych znaydzie da: 
leko iaśniey i mocni¢y wyłożoną, niż dotąd była, 
Przeprowadziwfzy myślą ilość iakąkolwiek od- 
mienną x, przez wfzyftkie wzrofty lub ubywania aż 
do fwoićy granicy ($. 16. Algebry); wiemy tylko z 
włafnych nafzych przypufzczeń i natury famych gra- 
nic, że ią potćm żadną ilość -fkońhczona nie może 
powiękfzyć ani zmnieyfzyć: ale o naturze i innych 
włafnościach takowéy do granie odniefioney ilości 
nic fobie iafnego i oznaczonego nie możemy wyfta- 
wić, ieżeli tę ilość zwazamy famotną i oderwaną 
od wizelkiego związku; bo pozndwanid ilości nie 
mogą bydź tylko względne, to ieft przez porównanie 
iey odmian z innemi ilościami: maiąc zaś związek 
ilości odmienney z innćmi ilościami wyrażony przez 
zrównanić, i w niém odniofifzy tę odmienną ilość 
do granicy fwego wzroftu lub ubywaniń, wizyftkie 
ilości ftateczne i fkończone które fą do niey dodané 
lub odciągnionć nie mogąc iey wiecey zmnicyfzyć 
ani powiękfzyć, zniknąć przed nią mufzą, i bydź 
powinny wymazané z zrównania: to zrównanie 
ftraciwizy niektóre terminy odmieni związek, a z 
nim całą. wartość i naturę ilości odmienney, ` No- 
wa ta wartość cale różna od przefzłćy, uczy nds do- 
pićró o włafnościach granicy, do ktoréy fie ilość w 
fwych 


Rozpzraz fil. 44 


fwych odmianach zbliżała. Niech będzie zrównanie 
Ax+By+C=o, w którem x,y; fa odmiennémi; 4, B, 
C, zaś funkcyami ilości ftatecznych; odniófifzy x, yy 
do fwych granic, czyli iak mowić zwykliśmy uczy 


niwfzy ić niefkończonemi, C w porównaniu ich zni- 


Z 


knie, i zrównanie fię zamieni na dx+-By=o, daiącć 
nam związek dwóch odmiennych %, y, cale infzy od 
przefzłego, to ieft, związek ten, do którego fię pićr- 
wize zrównanie przy uftawicznym wzroście ilości 
zbliżało. To co mowiemy o ilościach wzraftaiących,, 
uży równie ilościom ubywaiącym czyli zblizaigcym 
fię do drugiey granicy zero; s tą różnicą, że iako w 
pierwizym przypadku terminy złożone s funkcyi fta- 
tecznych nikną przed odmiennemi, tak w oftatnim, ` 
terminy ilości odmiennych nifzczeią przed ftateczne- 
mi. S tych uwag wypadaią naftępuiące prawdy: 
Naprzód: że odnofzeni¢ ilości odmiennych do fwych 
granic nic nas nie uczy w funkcyi, zoftawuiąc w nás 
wyobrażenić ciemne i obłąkanć `o naturze takowych 
odmidn; a przeto że takowy fpofób poznawania ieft 
właściwy famym związkom i zrównaniom. Powtore: 
że fpofób takowy uwazania, nic innego nie ieft, tyl- 
ko fztuką rozumu barzo fzczęśliwą do przerabiania 
jednych związków ilości na drugie, fztuką wycią- 
gnioną z głębokich uwag nad widf{nosciami ilości od- 
miennych. 5 
Pamiętni o początku wyłożonym w §. 27. Alge- 
bry, że natura ilości zależy na iednoftayności wy- 
miaru, wnieść powinniśmy, że w zrównaniu zamy- 
kaiącem ilości odmienne różnego wymiaru, każdy 
ftopićh mieć powinien inną granicę, do którey fie w 
fwych odmianach zbliża; iakże té granice rozróżnić 
i znalesdź w zrównaniu iakiegokolwiek ftopnia ~ - 
Ax%"+Bxm="+-Cx"=2+ it. d. - - +H=o0?.. Na ro- 
związanie tey trudności przypomniymy fobie począ- 
tki $. 19. Algebry, rożdzieliwizy pytanie teraźnicyfzć 
na dwa przypadki: to ieft kiedy w zrównaniu poda- 
nem wfipół-czynniki 4, B, C, i t,d, fą funkcyami fa» 
mych 
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mych ilości: ftatecznych; powtórć: kiedy też wfpół 
czynniki zamykaią drugą ilość odmienną y. Co do 
pićrw[zćgo: zrównanić podané ftopnia m, zamyká m 
pierwiaftków, s których każdy daie wśrtość x przez 
funkcyą ilości ftatecznych. Tyle więc s tego zró- 
wnania wypadnie zrównśń pićrwizego ftopnia, ile 
m ma iedności. Wyftawmy fobie takowć zrównania 
wyrażaiącć pierwiaftki x, aX+Aa=0, ĝBx+b=o, - - 
y*tc=o. it. d. Gdybyśmy teraz w każdćm s ta- 
kowych zrównań, x odnieśli do {wey granicy; ilości 
ftateczne a, b, c, it: A. caleby znikły, nie zoftawi- 
wizy tylko famę odmienną x: te ilości odmienne 
mnożąc przez fię, wypadłby nam tylko fam náywyż- 
fzy termin zrównania podanego 4x"”*=o; wfzyftkić 
zaś terminy inné caleby odpadły, bo te terminy po- 
witały w zrównaniu przez mnożenie ilości odmien- 
nych s ftatecznemi, które w granicach nikna. Więc 
w zrównaniu zawieraiącem ilości odmienne różnych 
wymiarów, odnofząc te ilaści odmienne do fwych 
granic, wfzyftkić terminy niżfzych wymiarów nikną 
przed wyżfzemi. Oftrzegimy fobie, Że ten przykład 
wzięliśmy tylko dla obiaśnienia barzićy niż. dowo- 
du, żeby nam kto przeciwieńftwa w nafzych rozu- 
mowaniach nie zarzucił, na które my mamy pilną 
uwagę. Poydźmy iuż do drugiego przypadku, wy- 
ftawiwfzy fobie że w zrównaniu podaném 4, B,C, 
it. d. fą funkcyami drugi¢y ilości odmiénnéy w tym-_ 
że famym wymiarze; gdybyśmy byli w itanie ro- 
związać takowć zrównanie, i wyrazić x przez fun- 
kcyą y i przez ilości ftatecznće, w każdćm zaś tako- 
wem pierwiaftku odniófifzy x, y, do fwych granic; 
otrzymalibysmy terminy zamykaigcé x wymierne, i 
funkcyą y z znakiem pierwiaftkowym tego ftopnia, 
w którym fig x znaydowało: rozebrawfzy iefzcze 
terminy pod znakiém pierwiśftkowym na fwć mno- 
Żniki, i w- nich wymazdwizy ilości ftateczné dodané 
lub odciągnionć, przyfzlibyśmy do W bz. 

tóre 
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które przez mnożenie wydadzą fame terminy wy- 
miaru naywyzizego. Weźmy za przykład zrówna- 


ex-+-6 dx?+-bx-+a 
nie 2go porządku y?+ yz— ———— 
2 2 
SĘ EXE __4 ( ete) dx?+bx+a | day 
4f s d 
dy X==5) y= zofłaie fig yt = a ANTE I 


VA ae =]. gdzie iefzcze i b zniknie, 
4f? 


zoftawiwfzy ye = É ZE 


AL); picrwidftek ten 


fam, który Aonad s terminów nadywyżizego „wy* 
miaru fy? +exy+dx*=o. Gdyby prawda ta: nie iaśnićy 
fię „wydawała w ogólnym widoku włafności zró- 


whan, moglibyśmy ią do nayściśleyfzego dowodu: 


przyprowadzić, który każdy łatwo ogarnie wyftawi- 
wizy fobie, że funkcya pod znakićm pierwiaftko- 
wym zamykaiąc famć terminy z ilością odmienną 
n.p. y, po zniknieniu wizyftkich innych terminów 
ftatecznych, nie może bydź innego wzoru tylko 4y™ 
+By""3+ Cy? oh +Ey=y (Ay Po ae By 24-Cym—3 


--+E), w którey znowu E w porównaniu innych. 


zniknie, zoftawiwfzy funkcyą y?(dy™—?+By"—34- 
Cy™—4 - - +D) gdzie znowu D zniknie; i tak to ni- 
fzczenie terminów ciągnąć fig będzie póty, póki wizy- 
ftkie niżfzych wymiarów terminy odpadłfzy, nie Zo- 
ftawią famego naywyżfzego wymiaru dy”. Aze 
zrównanić podane iakiegokolwiek ftopnia, powinno 
takowe zoftać przy oftatnich granicach odmiin, ia- 
kieby wypadło s pierwiaftków ie fkładaiących.i od- 
niefionych do tych oftatnich granic; przeto w zró- 
wnaniu iakiegokolwiek ftopnia odniófifzy ilości od- 
miennć do óftatnich granic wzroftu, wfzyftkie termi- 
ny niżfzych wymiarów nikną przed terminami wy- 
miaru naywyżfzego: odniófifzy zaś te ilości odmięn- 
ne do 


RAE 


| 
| 


RAZA 
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ne do oftatnich granic ubywanid, terminy wyżlzych: 
wymiarów nikną przed terminami wymiaru náyniż- 
fzego. Drugą tę część teraźnieyfzego twierdzeniń ła- 
two ieft barzo s tych famych początków dowieśdź. - 
Zagłębiwfzy zaś myśl w famę metafizykę granic, ła- 
two poymiemy różne ich ftopnie i porządki tak, iak 
i w ilościach fkończonych; co nam barzo dobrze ob- 
iasniaia linie krzywe: ieżeli bowiem granica ilości 
odmiennych wprowadzą nowy związek w zrówna- 
nie, a przez to pokazuie nową linią krzywą, do któ- 
réy fie linia podana zbliżała, ta nowa linia będąc 
granicą pićrwfzćy, może miéé także za granicę inną 
linią, a przeto odniofifzy ią znowu do {wey granicy, 
ilości odmienne ftaną fie powtornie niefkończenie 
wielkiemi, a czem były w pićrwfzey granicy ilości, 
ftateczne względem odmiennych, tém będą w grani- 
cy drugiey ilości odmienne pierwfzego ftopnia wzglę- 
dém ftopnia wyżfzego: tak dalece, że iako nie ieft 
żadną nieprzyzwoitością wyftawić fobie fzereg granic, 


rzez który linie krzywe zniżaiąc fię w porządkach 
„p y Ac Me , 


przechodzą, owfzem zdaie fie bydź konieczną wta- 
fnością rozlegle ogarnionych odmián, wnofić, że linia 
krzywa którą była granicą pewnćy linii, może mieć 
także fwoię granicę, i ta nowa także fwoie; tak nie 
ieft żadną nieprzyzwoitością wyftawić fobie różne 
porządki ilości niefkończenie wielkich. 

4, OD; co ?, co 3, 004, CO 5, 005 LU co” . 
ten poftęp zaczyna fię od ilości ftateczney 4, i każdy 
termin poftepu niknie przed naftępniącym w zró- 
wnaniu. Skąd łatwo nám ieft zrozumieć co znaczą 
w. dziełach Geometrów ilości niefkończenie wielkie, 
niefkończenie więkfze od innych niefkończonych: Zai- 
fte iezyk nafz na iafnych zafadzony obrazach te fa- 
me znaczenia w innych zamyka fłowach; i co Geo- 
Geometrowie mówią, że Co? ieft niefkończenie wie- 
kfzém od go; Co? iefzcze niefkoficzenie wiek{zém 
od Go: it. d. to: my wyrażamy, że granice drugić 
ilości odmiennych przelzedtizy wízyfłkie wzrofty 

fkończone 
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fkońiczone, i wfzyftkie wzrofty. granic pićrwfzych „nie 
mogą bydz powiękfzonć ani zmnicyfzone żadną ilo- 
ścią fkończoną, ani żadną ilością s pićrwizych granic; 
a przeto iak ilości fkończonć, tak ilości granic pier- 
wfzych nikną przed niemi: toż famo twierdzić po- 
winniśmy o granicach drugich względem trzecich, *o 
trzecich względem czwartych, i ogólnie względem 
granicy m, o wfzyftkich| ią poprzedzaiących. Te 
atoli włafności nie fłużą tylko różnym potegom tćy- 
Że famey ilości: bo ieżeli n.p. zrównanie zamyká w; 
fobie różnć potęgi x, i oprócz tego potęgi y, 2, i in- 
nych więcey ilości odmiennych; wfzyftkić potęgi niż- 
fzć nikna przed potęgą naywyżfzą x, w fwoiey gra- 
nicy; tak iako potęgi y przed naywyziza potęgą 
y; ale żądna potęga niziza y nie może niknąć przed 
potęgą wyżfzą x, ani potega z przed potegami wyż- 
fzćmi x albo y. Potęga bowiem pierwfza y albo 
z, może bydź równą wyżfzym potegom x, a przeto 
w granicy wzroftu zniknąć przed nićmi nie może, 


wyftawmy fobie teraz onea będący funkey2 
3, 

ilości odmiennych wardftaiacych: ieżeli w nim 4 za- 
myka wyżfzą potęgę ilości odmiennych iak B, w 
porównaniu tego ułomku ilości (kończone niknąć bea 
dą w granicy wzróftu; iężeli zaś B zamyká wyżlzą 
potęgę iak 4, ułomek taki zniknie przy ilościach 
fkończonych, a maiąc fzereg ułomków, ktorych mią- 
nowniki rofną w potęgach ilości odmiennych Peje 


36 
of eter oe pli SE had ieżeli liczniki fa ie> 
Dx3 Fx3 Hx4 Wx 


dnego wymiaru z wfpół-czynnikami mianownikéw, 
przy granicy wzroftu x, wlayltkie ułomki znikną 


przed pićrwfzym aa iako przed nadyniżfzą potęga 
mianownika: tak właśnie iak maigo fzereg pofes 
$ F wzrafta- 


Stofówanić po 
przedzaiącey 

teoryi do linii 
krzywych, 
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wzraftaigcych w iakiemkolwiek zrównaniu Ax+-By+ 
Cxy+Dx*+Ey?+Fxi+ i t. d. =, gdzie ilości od- 
mienne x, y, ubywaią; ódniofifzy ić do oftatnicy 
granicy fwego ubywania, wfzyftkie potęgi wyżlze 
tego zrównania żnikną przed nayniżfzą, zoftawi- 
wizy 4x+-Bys=o, 

$. XVIII, 


Té początki prowadzą nas do barzo ważney i ro- 
zległty teoryi linii krzywych. Maiąc zrównanie ia- 


„kiegokolwiek ftopnia P+O+R+S - -- +o, w 


którem P ieft funkeya dwóch ilości odmiennych wy- 
miaru n; Q funkcyą tychże ilości wymiaru n—;; R 
wymiaru u—2; Ś wymiaru m—3; Pt, d. te ilości 
wzraftaige lub ubywaiąc zbliżaią fie do iedney z 
dwóch granic, i poddaią nam dwa gatunki dociekań 
cale różne i oddzielne: zafłanówmy fig terdz nad 
pierwizym wypadaiącym z wzróftu tychże ilości. 
Scigaiąc myślą takowe wzrofty ilości odmiennych aż 
do oftatnich granic, terminy niżfzych wymiarów zni- 
kną przed terminami wymiarów wyżlzych, a zró- 
wnanić podané wyrdżaląc linia krzywą, odmieni fię 
w tey granicy na zrównanie calć infze, wyrazaigcé 
naturę linii próftćy Tub krzywey, do którey fię linia 
podana zbliżała. Nowa ta linia, którąśmy ledwo- 
nieftyczną nazwali, zawarta ieft w terminie naywyż- 
fzćgo wymiaru. A iako natura linii zawifła od na- 
tury pićrwiaftków, roftrząfaiąc pićrwiaftki lub mno- 
żniki terminu wymiaru naywyżlzego, dowićmy fie 
naprzód s pierwiaftków rzetelnych lub uroionych czy 
takowa linia ieft podobna lub nie: powtóre, iakicgo 
ieft porządku i natury. A iako ciąg linii krzywćy 
zawift, od ciągłych wzroftów wipół-ufzykowanych 
maiacych zawfze wartos¢ rzetelną aż do oftatnich 
fwoich granic; przy tych zaś granicach te wfpół- 
ufzykowane zoftaią fie przy wartościach zawartych 
w famym terminie naywyżizego wymiaru; ieżeli te 
wartości .w terminie niywyżlzego wymiaru ftaią fig 
uroione, 


RozpzIaŁ HI. t? 


uroioné, wnofi fie oczywiście, że tć wzrofty rzetelne 
w pewnćy odległości fkończoney uftały, a z niemi 
ciąg linii krzywey; a przeto że linia krzywa nie 
maiąc żadnych granic 1 ledwo-nieftycznych podo- 
bnych, nie má odnóg niefkończonych. 'Podobieńftw ai 
więc lub niepodobieńftwo -ledwo - nieftycznych nau= 
czy nds, czy linid krzywa má odnogi niefkończonć 
lab nie: to zaś podobieńftwo zawarte ieft w naturze 
pierwiaftków lub mnożników terminu wymiaru nady- 
wyżfzego. Cała więc uwaga nafza zatrzymać fig: 
powinna nad mnożnikami terminu P naywyżfzego ` 
wymiaru w zrównaniu nayogólnicyfzóm P+Q+R+S 
- 2 +V=o0; ieżeli P zawiera wfzyftkich mnożników 


' uroionych, co bydź nie może tylko kiedy zrównanić 


ieft ftopnia parzyftego; wzrofty ilości odmićnnych 
nie maiąc żadnych granic, uftały w odległości fkoń- 
czoney; i linia krzywą takowem zrównanićm opifa-' 
ná nie ma żadnych ledwo-nieftycznych, ale cata fig 
zamyka w odległości fkończoney. 

Przypuśćmy że P zawićrą iednego mnożnika rze= 
telnego p=ay—bx, wfzyftkich zaś innych uroionych, 
które wyrażemy przez M; M będąc wymiaru n—i: 
zrównanie więc podanć będzie: 

—Q R S 4 


MORIS V0; p> = Ry ee 
PRZ CIPY TÓW) GEE! M 


i podług pićrwfzych warunków przywiązanych do ka- 


Żdego terminu zrównania podanego, M będąc iednego 


wymideu z Q; ułomek 2 nie m4.żadnego wymiaru: 
> 4 0 


we wfzyftkich zaś innych ułomkach = jj itd wy- 
1 


midr mianownika tem ieft więkfzy od wymiaru li- 

cznika, im terminy fą 'odleglćyfze: więc odniófifzy 

ilości odmienne do oftatnich granic podług wyżfzych. 

początków; terminy wizyftkie znikną, zoltawiwfzy 
Q i ai 

p=— > - + - (a), a przeto zrównanie (œ) wy“ 


1 


F2 raża 
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raza ledwo-nieftyczna, do którcy fie linid podana w 
takim przypadku zbliża, i w którą fie przy oftatpicy 
granicy, zamieni, Ale kiedy dwić ilości odmienné 
x, y, ftaną fie u oftatnich granic niefkończonćmi, 
ftófunek. ich będzie, koniecznie ftófunkiem fkończo* 
nym, zawierającym w. fobie kondycyg do: wprowa- 
dzenia w Q, M, ażeby te funkcye należącć przedtem 
do linii krzywey podaney, przywiązać teraz do idy 
iedwo-nieftyczney. Stófunek ten wyciągnąć nam po- 
zeba z zrównania p=py—bx, które rozdzieliwizy 
przez ax, otrzymamy Y- =— 4 Pp odniofifży % do 
j x a ax 


fwey granicy, 2 zniknie; a ftófunek ilości odmićn- 
ax 


—: należy. więc w QO, M, włożyć 
CRY 
b za y, a za xj a tym fpofobtm zrównanie (æ) 
wyrazi linią proftą będącą ledwo-nieftyczną linii 
krzywey podanćy. $ 

Przykłód: Niech będzie zrównanić na linią krzywą 
yż—x3—20X3—?==0; znofząc ić z zrównaniem ogól- 
mem, mamy y3—x3=P, zax%= —Q, ©===R; po- 
nieważ ys—x3=(y—x) (y?+-yx-+x7) przeto M=yż 
yx, ay—bx=y—x,: to ieit ab): A 


WSO 20x y : K i 
Boh SE - = ——,; L= wiozywizy więc w 
YP Xx? 0 : 
20x? 


= A 2a 
ga? YTL X=1, wypada y= x= —, czy: 
ofr -yxtx* 
li 3y—3%—za=o. zrównanić na linią proftą która 
ieft ledwo-nieftyczną linii krzywey podancy. 
Ledwo-nieftycznć proftć bedac granicami pewnych 
linii krzywych, nie tak nam dokładnie daią poznać 
ich naturę, iak inné linie krzywe, iuż nam skąd inąd 
znane, Tamte bowiem nie uczą nas dokładnie o li- 
czbie odnóg niefkończonych linii podaney; gdybyśmy 
zaś 


4 
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wat wiedzieli że linia krzywa má za granicę inną li 
nią krzywą prościeyfza; znaiąc tey oftatniey właino* 
ści i liczbę odnóg. niefkończonych, przyfzlibyśmy ła- 
two do poznania odnóg niefkończonych linii poda- 
ney.. Potrzeba nam więc od ledwo*nieftycznych pro- 
ftych przyisdź do poznania ledwo-nieftycznych krzy- 
wych, to ieft zndldztfzy linią proftą iako ledwo-nie- 
ftyczną linii podaney, fzukać nam ~iefzcze potrzeba 
inncy linii krzywcy, któraby miała tęż linią proftą 
za ledwo-nieftyczną, a tak maiąc dwie linie krzywe 
maiące iednę fpólną granicę, wnieść możemy, że ie- * 
dna s tych linii krzywych ieft granicą drugićy: za- 
wize zaś linia prościeyfza lub niżfzego porządku ieft 
granicą linii zawikleyfzćy. Przekonywa nas o tey 
oftatni¢y prawdzić teorya granic, biorąc bowiem ilo- 
ści odmienne za niefkonczoné, w porównaniu ich 
terminy niektóre odpddaia w zrównaniu, i zniżaią ić 
o pewny ftopień; i lubo ta „prawda znayduie fwoić 
wyiecid, iednakowóż okazuie fie w więkfzey liczbie 
linii krzywych: a rozumuiąc z ogólney uwśgi i z 
włafności zrównań w §. 20. Algebry wytozoney; 
twierdzić możną, że linia krzywa iakićgokolwiek 
porządku może mićć za granice linie krzywe wizy- 

itkich porządków niżfzych. 
łakimże zaś fpofobćm od ledwo-nieftycznych pro». 
ftych przyiśdź do krzywych? zależy to od przerobie- 
nid zrównania podanego na inne, w któremby u ofta- 
tnich granic ilości odmiennych więkfza liczba termi-. 
nów ocalała. leżeli bowiem dwa pozoftałe terminy" 
P+ Q=o zrównania podanego dały ledwo-nieftyczną 
profią; zoftawiwfzy ich n-p. trzy; otrzymamy linią 
_ krzywą, która będzie ledwo-nieftyczną linii podaney. 
Na teh koniec przenieśmy oś na famę ledwo-niefty- 
czną proftą: na czem zyfkamy naprzód, że w grani- 
cy linii krzywćy nie obie razem wfpół-ufzykowane 
ftaną fie niefkończonćmi, a przeto nie wfzyftkie ter- - 
miny niżfzych wymiarów znikną przed terminem 
wymiaru naywyżizego: powtóre że oś ta będąc ra- 
F3 zem 


Gg. 28. 
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zene osią linii krzywty fzukaney, æ zamkniętćy w 
zrównaniu P+O+R+8 - - +-U—=o - - (X), potrafićmy 
za pomocą rachunku i rozumowania przenićść wfpół- 
ufzykowane do i¢y odnóg. Chcąc nowe té wfpół-ufzy- 
kowanć wyrazić przez funkcyą dawnych; weźmy na 
fig. 28. linią AB za oś nową, czyniącą z osią prze- 


fzłą AL kąt LAB, którego. Słycz.==—, a przeto 
z! 


b a 
——}j t= ——, 
V(azęlzj Bee V (a+b) 
nam teraz o. zamianę wfpół-ufzykowanych 4P=x, 
PM=y, na AB=t, BM:=u. Poprowadziwizy DP 
równo-ległą MB; PC’ równo-ległą AS; mamy DP=, 
90 xa 


Wiława == Idzie 


AP.WR.PAD ——;4Ap= "LL" 
SST hry V (a+b) 
` yb ya 
BMWA PMC M A Mea YO 4 prze. 
T V (a2+b2)” Vapi P 
—xb 
to i=4B= ZART 4 u=MC—Pp— 4% Bd, z 
V (a+b?) V (a+b? 
dwóch tych zrównań za pomocą eliminacyi otrzymd- 
at—by aut-bt A 
my x= 5 =————; kładąc więc w 


V(b) 9 (arie) 

zrównanie (X), za x, y, dopiero znalezione warto- 
ści, przerobićmy ić na inne między t, u. Zebyśmy 
zaś to przerobione zrównanie w całćy wyftawili o- 
gólńości, należy nám w wartościach każdego terminu 
zamknąć wfzyftkie mnogości z t, u, fkładaiącć potę- 
gẹ każdemu terminowi właściwą. Dla uprofzczenią 
iednak rachunku wfzyftkić wipół-czynniki P wyraże- 
my przez 4; wipół-czynniki Q przez 8; R przez vy, 
S prze Js co nic nie narufzy ogólności dociekań; bę- 
dzie przeto: 

P= gilu f+ a Pust gut i t. ds 
Q= B+B Aut B emut gPa i td, 
R= 
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R= yi? 2+ yt Sut cyt" ue + yt ana itd. --)- (Y). 
= JA dt tut JP Jk it.d. 
T= gA pin 5u4 et u+ e Put itd, 
w używaniu tych wartości potrzeba nam mieć wzgląd 
ma liczbę mnożników uważanych w P: tć mnożniki 
wyrażać będzie ilość odmienna u; tak dalece, że ieze- 
li P zamyka iednego mnożnika rzetelnego, weźmie- 
my z wartości na P termin pierwizy attu, gdzie 
u wyráżá nam tego mnożnika; i dla tey ci to przy- 
czyny w P nie wchodzi termin gt”. leżeli w. P. u- 
‘wataé będziemy dwóch mnożników równych, We- 
Zmiemy z P termin gł” *u*; jeżeli trzech mnożni- 
ków równych, termin gf"-3u3, it. d. co famo mó 
fie rozumićć o funkcyach Q, R, S, it. d. ieżeli ta- 
kowe mnożniki zamykać będą. i 
Wróćmy fig teráz do pierwfzego przypufzezenia 
w zrównaniu (X); uwśżaliśmy w iego terminie P 
naywyżfzego wymiaru, iednego mnożnika rzetelne- 
go, i otrzymaliśmy zrównanić .na ledwo-nieftyczną 
P+Q=o, to zrównanić w nowych wfipół-ufzykowa- 
nych wypada gt" u+ Bf-*=0, t bowiem ftawfzy 
fie niefkończonym, wfzyftkie terminy w P znikną 
przed pićrwfzym; i wfzyftkić także w Q przed BO” 
znikną, zoftawiwfzy at" "u+ B""=o, czyli - - 


isc 8 ==, zrównanić na linią proftą równo-ległą 
& ` 

osi, S tego trzeba nám przyiśdź do zrównania na 
linią krzywą przez naftępujące rozumowanie: termi- 
ny w P, Q, i terminy niżfzych wymiarów R, 8, T, 
it. d. dla tego powinny były zniknąć w granicach 
I | ilości odmiennych, że nie nałeżą do natury ledwo- 
j nieftycznćy próftéy, ale tylko do punktów linii krzy- 

wćy podaney. leżeli niknącć té terminy utrzymd- 
| my, wprowadziwizy na u taką wórtość, iaka mu 
| w granicy fłuży; zamieniemy zrównanie (X), na ta- 
{ kie, iaki¢ bydź powinno przy oftatnićy granicy, co 

F4 do us 


83 GEOMETRYI WyŻszEY 

do u; a wprowadziwfzy znowu kondycyą należytą 
na f, ieżeli to zrównanie będzie wyrażać linia krzy- 
wą, ta będzie granicą linii zamkniętey w zrównaniu 
(X), kładąc więc we wfzyftkić niknące terminy za 
U, Cj Za u+ =u—, otrzymamy: i 

(ue) ma, g 024- Qo. y) Hast Betyctd ), 
Ft Ś(609+803+ ited.) Fit d.t V=o, V będąc 
funkcyą famych ilości ftatecznych - - (Z). 
Zrównanie (Z) iuż nie ieft na linią krzywą podaną, 
ale na inną linią krzywą maiącą ledwo-nieftyczną fpól- 
ną. z linią podaną. Rozdzielmy ié całć przez Pr, 
i wizyftkie wipét-czynniki ftateczne wyrazmy przez 
4',B'C', i t.d. wypadnie nam: 


(Z'). 


odniófłfzy terdz £ do fwey granicy, wfzyftkić potęgi 
4 wyżlze w mianownikach, znifzczą terminy naftępu- 
' 


iące po — iako. potędze ndyniżfzey, i zoftanie fię zró- 
t 7 f 


t 
wnanić na ledwo-nieftyczną u—c+ “=o: które że 
Cza Pe 


nalęży do Hyperboli między ledwo-nieftyeznémi, uczy 
U ` t 
nás tego $. 16; aże zrównanie RÓ ar? wyráżá 


tylko dwię odnogi niefkończonć w Hyperbofi, dowo- 
dzi nam, że linia iakiegokolwiek porządku. opifana 
zrównanićm (X), maige tylko iednego, mnożnika rze- 
telnego w P; ma dwie odnogi niefkończone rh iefza- 
iące fie z dwiema odnogami Hyperboli w granicach 
ilości odmiennych: znaiąc więc położenie odnóg by- 
perbolicznych, widzémy zargz iakić także mieć po- 
winny położenić odnogi niefkończone linii podaney. 
Gdyby drugi termin w zrównanin (Z') nie znaydo: ~ 
wał fie, co fie przytrafi kiedy ac*+74+-y=0, na -tén 
U 


czas termin — będzie naywiękfzym, przed którym 
> ` i wyzyltkie 
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wfzyftkić naftępuiące znikną, zoftawiwfzy zrówna- 
S ' 

nie na ledwo-nieftyczną wez ==0; a ieżeli de- 

fzcze B'=o, zrównanić na ledwo-nieftyczną bedzie 


, 


ZOP UCZE to ieft: w przypźdku zniknienia któ- 
£8 


rych terminów, brać potrzeba zawfze naftępuiący, > 


który z u—c dá zrównanić na ledwo-nieftyczną; a 
gdyby wfzyftkie po pierwfzym znikty, zoftanie fię 


u—c==o na linia proftą równo-ległą osi, która w od- , 


ległości niefkończoney zmięfzą fig z linią krzywą 
podaną. S$ czego fie pokazuie, że im miedoftatecznicy- 
fzé ieft zrównanić (Z') co do liczby terminów, kie- 
dy cale wfzyftkie nie znikną; tem linii krzywa bę- 
daca ledwo-nieftyczną linii podaney, ieft wyżfzega 
porządku. i 
Przykład. Szukaymy fedwo-nieftyczney krzywey, 
linii zamknięty w zrówraniu y3—x3—2dx%—0%== 
(y—x) (y*ryxrx* )—2dx*—c=0: ponieważ w tera> 
źnićyfzym przykładzie a=1, b=15 ftyczną kąta LAB 
na fig. 28.==1, to tet kąt nowey osi s przefzłą ieft 
45°. a przeto x= Ea + PS włożywfzy za x 
V2 Vie i 
y, te wartości w zrównanie podane, zamieniemy ić 
6t2u--2u3 2di?—4din--2du2 ty 


—C?==0. 
2V2 2 $ 
w_oftatnićy granicy 2u3 zniknie przed 6t*u, i zofta- 


na 


7 fy 
nie fie 8 —di#=0. - - ak włożywfzy za u 
tę wartość w terminy niknące zrównania przed- 
oftatniego; i rozdzieliwfzy całć przez Ł?; otrzymamy 
2 
WY ZE BAZ 
t gi? 27t3 
a odnidfifzy £ do oftatniey granicy, wypada 3u— 


==0. 


d2 a ; 
e dy 2+ =. Zrównanić na Hyperbolę, którey 


3t Fs dwie 


Fig, 280 
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dwie odnogi niefkończonć 
nogami linii podaney w o 
miennych, j 


mięfzaią fie z dwiema od 
ftatnicy granicy ilości oda 


A §> XIX, 
i Niech termin haywy2{zégo wymiaru P zamyka 
ibaa dwóch mhożników rzetelnych; tć mogąc bydź równe, 
Koniki, lab nierówne, rozdzielą uwagę nafzę na dwa przy- 
telne w termi padkj, Niech nafimprzód dwa te mnożniki będą 
nienaywyżfzć nierówne p=ay—bx,: q=cy— dx, P=(ay-=bx | (cy— 
Bo wymsaru AM M będąc wymiaru n—2, idąc za tem famem 


rozumowaniem na każdego w fzczególności, mnożni: 


ka, iaki¢gosmy użyli w $. poprzedzającym, znay- 
dziemy na ledwo-nieftyczną odpowiadaiącą p, zró- 
MSZE kę, 

wnanie, p= Q 


Z a> Aże w oftatnich’ granicach 
(cy—-dx)M 


wzroftu Ý = —j przeto p= Sale WE gdzie iefzcze 
x a (ch—da)M 


w Q, M, kłasdź należy b za y, a za x: tym fpofo. 
bem przyidziemy do ledy o-nieftyczney  próftćy, s 
którą fie lini krzywa w odległości niefkończoncy 
zmięfza; przerobiwfzy wfpół-ufzykowane x, y, na t, 
u; i fzukaiąc ledwo-nieftyczney krzywey tym famym 
fpofobem iak w $, Poprzedzaigcym, znaydziémy zró- 
wnanić na dwie odnogi Hyperboli wzoru u—c-+ 


— =6. Drugi mnożnik q=ty—dx przyprowadzi 
p . 
nás do zréwnanid na ledwo-nieftyczną - - - 
Rig Ue nee > 4 d by, : 
q= EA) aže H. CHEZ w oftatnicy zaś 
(ay—bx)M WAĆ ZYRDA 
y 


Mies TO , 
anicy — = L, przeł =L zie w 
grontcy = =z Przeto (adoi gdzie w Q, 
M,: włożyć należy dza Y, © Za x, co nas przypro: 
wadzi naprzód do drugiey ledwo-nieftyczney pro- 
ftćy; tą zaś, przerobiwizy wfpoł-ufzykowanć X; W, 
na $, u; do drugich dwóch odnóg Hyperboli: przeto 
linia krzywa opifand zrównanićm PLO+TR+S - ». 
l : +U==0, 


RozpzraŁ If. K - gt 
+U=—o. w ktorem termin: P naywyżfzego wymidru 
zamyka dwóch mnożników rzetelnych nierównych; 
ma cztery odnogi niefkończone, mięfzaiące fię s czte- 
rema odnogami Hyperboli w oftatnich granicach ilo- 
ści odmiennych. 4 

Niech iuż P zamyká dwóch mnożników rzetelnych 
równych, czyli niech będzie p==q, a zrównanie na 
linią podaną wyrazi fię: (ay—bx)?*M+O+R+S+T - + 

: PR Se n. 
=o; czyli (ay—b%)7- Z r — r — + 1 b, a. 
+U=o; czyli (ay AGA M pia di t+ 
— =o; M będąc wymiaru n—2, widzemy oczywiście 


w zoftiwfzy bez żadnego wymiaru, należy da 
YOKO CE 
ledwo-nieftyoznéy; lubo zaś w F licznik przewyżfz4 


iednym wymiarem mianownika, nie może iednak a 
i 


u oftatnich granic ftać fie niefkończonem, bo gdyby 
tak było, wfzyftkie terminy zrównania. znikłyby przed 


nim, zofiawiwizy 2 =o, bytoby wiec ii razem gra- 


nicą rofnących i ubywaiących ilości, co reft przeci- 
whe wizyftkim rozumowaniom. Nie tylko zas ta 
rażąc nieprzyzwoitość, ale nawet pierwizć początki 


teraźnićyfzćy teoryi przekonywaią nds, że 2 należąc” 
i bs 
równie do ledwo-nieftycznćy, iako i (ay—bx)}*, ie: 
den mnożnik abywalacy w Q będzie funkcyą:x; y, 
2 M 


na wipétufzykowané nowy. Hnii rodzącey fie z li; 
nii pódaney w granicach, Zrównanić na. tę nową lis 


nią (a4—b%)7-+ ath =, ieżóli fie nie będzie mo- 


Fe gło 
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gło rozebrać na dwa wymierne pierwlzćgo ftopnia, 
wyrażą linią krzywą drugićgo porządku, która fię 
zmięfza w granicy wfpół-ufzykowanych, z linią po: * 
daną. Zebyśmy tę linią w prosci¢yizym otrzymali 
wyrazie, i wfzyftkić fzczególności do teraźnićyfzego 
przypufzezenia przywiązane poznali, odmieńmy zno 
wu wipół-ufzykowanć x, y, na t, u, kładąc x= - v 
at—bu au+bt 
VCE) 7 V(r 
iącćgo warunki utrzymáwfzy, będzie: 
P= glu? gi 3u8+ gtu i t.d. 
Q= 8"- + gru + gidu i t. d. 
K= yt? + yh su + yt tat i t. d. 
S= 473 + dy 4ut Au i td. 
+ i t.d. 
ieżeli P zamyka dwóch mnożników równych, wizy- 
„ftkie zaś terminy naftepuiacych wymiarów Q, R, $, 
znayduią fig, i Żadnego takićgo mnożnika nie zawie- 
raia; wypada zrównanie na ledwo-nieftyczną - - 
a" *u+B""+yt""=o. czyli gu*+gl+y=0. któż 
re wyraża Parabolę: w nićy na t=co, u ftaie fie | 
tekže Oo, i liniá podaná ma dwie odnogi niefkoń- | 
czone mięfzaiącć fie z dwićma odnogami Paraboli w | 
granicy ilości odmicnnych. Jeżeli zaś Q zamyká ie- 
dnégo takiego. mnożnika iakich zamyka P, zrówna- 
nić na ledwo-nieftyczną ieft - - - : 
at u+ uy", czyli au*+ Bury =0.- -(B") 
które wyraża dwie linie proftć równo-ległć ieżeli 
ieft odiemnem, albo będąc dodatnem, BB>4ay; ale 
ieżeli PBS4ay; linia podaną nie ma zadney ledwo- 
nieftyczney, a przeto Żadney odnogi niefkończonćy. 
Zrównanie iefzcze (B") złożone z mnożników rze- 
telnych równych lub nierównych pofłużyć nim może 
do wynalezienia ledwo-nieftyczney krzywćy, kładąc 
wartości z niego wyciągnionć w terminy niknącć zró- 
wnanid 


i wfzyftkie § poprzedza: 
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wnania podanćgo: na pićrwiśftki dwa nierówne, 


znaydziemy takić fame wypźdki, iakie fig pokazaty 

na początku teraźnieyfzego $. uwśżając takowych 
mnożników w P. Na pierwiaftki zaś równć w (B"), 
wyraziwfzy ić przez (u—c)? otrzymamy zrównania 
(u—c0)3+ A=, albo (u—c)*+ M albo (u—c)3% 

n 

peer =o, ieżeli terminy zawieraiące 1—3, 1-4, i075 i t.d. 
nie znayduią fię w zrównaniu. A gdyby iefzcze w> 
zrównaniu (u—c)?t"—*4- APAPA A" 54 1 t.d. ==0. 
gdzie 4, 4', A’, it, d. fą funkcyami famych ilości 
ftatecznych, dla wprowadzoney wartości ¢-za 4 W 
terminy niknące, gdyby mowię iefzcze w tem zró: 
wnaniu wfpół:czynnik £*-3 zamykał mnożnika u—t3 
przybyłby iefzce ieden termin na ledwo-nieftyczną, i 
zrównania któreby na tén czas wypadły, fą (u—t)?-- 


Si 1 a) " 
Alu pe ery lub PRES ee ae —=0-- 
t i? t 48 
: A(u— ! F 
i ogólnie (u—c)?+- = 2 £ =0, a gdyby ie- 


fzczć drugi takowego zrównaniá termin był zero, a 
trzeci zawićrał mnożnika u—c, potęga t w miano- 
wniku terminu drugiego powiękfzyłaby fie, biorąc 
termin naftępuiący. Zgola uważaiąc w zrównaniu 
na ledwo-nieftyczną termin oftatni zero, a biorąc zan 
terminy naftępuiące, potęga tego oftatniego terminu 
powiękfzy fig aż do n—2; uważaiąc zaś naftępnie 
termin érzedni zero, a w naftępuiącym mnożnika 
u—c; wpadamy na zrównanić wzoru (u—c)? + -> 
A(u—t) 
tp 
uwźżaiąc w zrównaniu P+O+R+S i t. d. +V=0, i 
przerobionćm na wipół-ufzykowane t, u, Q=0, lub 
R=o, it. d. a biorąc zaraz naftępuiący termin na 
mieyfce nikngcego. 


r=. Podobné. wypádki znáydziémy; 


Ktokol- 


Ułatwienie tru 
dności zacho 
dzęcey w tym 
rachunku, 
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Ktokolwiek nie przywykł iefzcze do tych delika- 
tnych rozumowáń; s których terażnidyľzá wypádá teo- | 
ryá, mogłby znaleśdź trudność w poięciu, czemu u—c—o 
wypadifzy z zrównania pierwiaftkowego na ledwo- 
nieftyczną; -w zrównaniu powtórnem iakić fa (u—c)+ 


Sza ; A 
—=0, $. poprzedzaiącego; lub teráz (etz 
t Ś 


i t.d. traci tę pićrwfzą wartość, i nie ftaie fie zero? 
Ta trudność ułatwiź fie pierwfzą uwagą nad nafzeż 
mi dziśłaniami. Uwdżaiąc fame tylko terminy pidr- 
wfze zrównaniń P+Q+R+-S - - +V=o, otrzymali- 
śmy u—:=0, to ieft tego mnożnika rzetelnego w.P, Q, 
którego zrównanie podané zawierá w terrhinach nay- 
wyżlzych wymiarów, tén, mnożnik u—z byłby zawfze 
zero, gdyby 2dden termin prócź ndypierwizych, w 
zrównaniu nie ocalił, Ale jak prędko uwagi infze, 
i natura famych ilości odmiennych zoftawuią więcćy 
terminów w zrównaniu podanem, iuż na tén czás 
u—t==0. nie może mieć mićyfca,. Wfzakże gdyby- 
śmy mieli zrównanie algebraiczne (1—c)M=o, má- 
my prawo twierdzić że u—c=o ieħ pierwiaftkiem 
tego zrównania; ale gdyby w tćm zrównaniu przy- 
byt termin L, (u--c)M+L=o0, L nie zamykaiac is—e; 
poznaie każdy że iuż w tém oftatniém zrównaniu 
u—tc nie może bydź zero, Gdybyśmy 'zaś chcieli na 
drugą iaką ilość odmienną t; wyciągnąć wartość za 
wartą w zrównaniu (u—c)M+-l=0, i w tey warto- 
Sci ocalić kondycyą na u, zrównania (u--t)M==o. 
pie moglibyśmy w piérwfzym terminie kta¢dt © za 
u, ale tylko w terminie L; ińaczcy. zrównanie 

(u—c)M+-L=o0 uczynilibyśmy jak tofamém. To ro: 
zumowanie przenióffzy do teoryi ledwo:nieftycznych 
nie gubiąc z myśli całego łańcucha rozumowań; 'fzy- 
kalismy naprzód iakiby wypśdł związek wfpółzufzy- 
kowanych, gdyby fie tylko fam pierwfzy termin zo- 
fat w zrównaniu podanem; ten związek Wypddt 
nam w zrównaniu na linią" proftą: fzukaliśmy po: 
tem linii krzywcy, ktordby miata za ledwo-niefty- 

czną 


KozpbzraŁ lily. : gy 
czną tęż linią profa; to ieft, któreyby zrównanić w 
terminie naywyżfzego wymiaru zawierało tego fa- 
mego mnożnika igo ftopnia; dla czego podług kon 
dycyi założonćy, pićrwfzego mnoznika u—c, w ter" 
minie P nie należało nam narufzać, ale wfzyftkić od- 
miany wprowadzać w fame tylko terminy niknące, 
łakićż miały bydź te odmiany? oto żeby związek na 
linią podaną całe w inny zamienić, tak iak fię linia 
krzywa s całćmi włafnościami odmienia w grani- 
cach; więc należało nadadź ktéréy wipół-ufzykowa- 
ney taką wartość, iaká linii podaney nie może ftu- 
żyć: powtóre żeby ten związek zamićniony nie wy 
rażał inney linii, tylko maigcéy ledwo - nieftyczną 
proftą zamkniętą w zrównaniu u—t=0, a przeto ná- 
leżało nám w té niknące terminy kłasdź © za u. To 
rozumowanić dobrze obięte obiaśnić powinno nay- 
mnieyfzą cięmność -nafzych myśli, ieżeliby fie s po~- 
przedzaiących działań iefzcze zoftała. Przyftąpmy 
„ do przykładu. 
Zrównanić nayególnieyfze na linie 2go porządku ieft 
; a+bx+cy+dx?+exytfy?—o. 
sw. niem termin naywyżfzego wymiaru fy?+exy+dx* 
=o, może zamykać albo obydwa mnożniki uroione; 
albo obydwa rzetelne nierównć, albo nakoniec 
dwa rzetelne równe: w pierwfzym przypadku linia 
krzywa nie má odnóg niefkończonych, i ieft Ellip/q: 
na którą warunek, że eż<4f?d w pewnćy fkonczo- 
ney odległości. Nie mowićmy nic o kole, bo iuż 
wiemy, że koło wypada s fzczegółnego warunku na 
Ellipfe, to ieft kiedy mimo-śrzód położćiny zero, a 
przeto iego włafność w teraźnicyfzey uwadze ieft ta 
fama co i Ellipfy. 
leżeli termin naywyżfzego wymiaru fkiada fie z 
dwóch mnożników rzetelnych nierównych, to ieft: 
Jy+exwyrdx*=(my—nx) (py—qx), otrzymamy dwa, 
zrównania: 
cy a 
maj=NX-- == 
PUTT IO 24 
r | sygt 
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a 


=0. 


py—gx+ pase 
my—nx my—nx 


w pierwizem z nich w granicy x, y, będzie 2. =; 
: x m 


kładąc więc n za y, m za x; i ofatni termin iako 
niknący opuściwfzy, otrzymamy zrównanić na ledwo- 
nieftyczną odpowiadaiącą mnożnikowi my—nx, 
cn+-bm 

= (G). 


be Fs oe ae eens 


- my—nx+ 
poani y 
w drugićm ponieważ 71 kładąc q za y; p za 
ae © 
X, wypadnie zrównanić na ledwo-nieftyczną odpowia- 
daiącz mnożnikowi py—qx: 
+b 
py—qx+ APA Mg A a (H). 
-  mq—np 
Obydwa té zrównania na linią proftą: przeto linia 
krzywa takowem zrównanićm opifanń ma cztćry od- 
nogi niefkończonć mięfzaiące fię z dwiema liniami 
proftemi w fwoich granicach: cośmy właśnie widzie- 
li w Hyperboli. Chcąc od tych ledwo-nieftycznych 
przyiśdź do linii krzywey, odmieńmy oś, położywfzy 
mucnt minu ; > 
= ———_., X= tym fpofobém prze- 
V (m+n?) V (m+n?) 


robiemy zrównanie ( G) na u+ rea BÓR sil =o 
_ (pn—gqm)V (mrm?) 
4300 * (G'). zrównanić zaś podane na linie 2g0 
porządku, będzie 
—b 
e ale bm y+ (cn—bn)u + (one 


V (m+n?) . V (m?-+n?) 
m)wta=0. . : 

włożywizy we wizyftkie terminy prócz pićrwfzego 
ża u, wartość wyciagnioną z (G'), i rozdzieliwizy 
potem całe zrównanić przez t, otrzymamy: 

n+bm ~ 


(pn—pm)u+- ZEE BI Ri 


ż Rozpzraz III. 57 

 (bn—cm)(cn+-bm)+-(! pm-+qn)(cn+-bm)* A a ae 
t.(pn—qm)(m?-+-n?) ae 

którć iak widzemy ieft wzoru MESE =0, na dwie 


odnogi Hyperboli. Chcąc wynaleśdź podobne zró- 
wnanié odpowiadaiącć mnożnikowi py—qx; kładę 
pu-rqt 8) 2 pt—qu 
NZ; eS 
AS DA past) V (Ptg?) 
naprzód zrównanie (H) zamieni fię na - - - - 
SM PC LR TRACY, dA OWE Mca aI CHN: 
(mq—np)v (p*q*) 
Zrównanić zaś.na linie zgo porządku: 
cq+bp (cp—bq)u 
[(mq—np)u-- ——____ ]i+- —— +(mp+ng)u?+-a—=0; 
Viet ea?) Ve JD 7 
w które włożywfzy za u wartość wyciągnioną z 
(H'), przerobiemy ić na zrównanie wzoru u+r + 


naprzód y= ; przez co 


Piped. wyrażaiącć drugić dwie odnogi Hyperboli. 


leżeli nakoniec termin ndywyżfzego wymiaru fkła- 

da fię z dwóch mnożników rzetelnych równych, czy- 

li fy?+-excy+dx?==(my—nx)*, odmieniwfzy w{pot- 
mu-rnt 


ufzykowane x,y, nat, u; y= 


mi—nu H r) A AJ 
x= AETR zrównanie podané zamieni fie na 
m?-+-n> 
cn+-bm )t cm—bn)u 
(m?--n*) u7#+- ( ) KOŃ, +a—=v. 


V (m?n?) . V(m?+n?) 

a odnióffzy t:do oftatni¢y granicy, wypada. na ledwo 
(cn+bm)t ZEE 

V (m?+n2) 
Zrównanie wyrdżaiące Parabolę, gdzie t=00 ; czyni 
także u niefkończonem. Parabola więc ieft famćy fie- 
bie ledwo-nieftyczną, czyli w oftatniey granicy z ża- 
dna fie inną linią, któraby była i¢y granicą, nie mię- 

G fza. 


nieftyczną - - (m*+-n*)u*+ 


celne, 


Ledwo-niehy 
«©znć na trzy 
mnożniki rze» 
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- Sza. W przypadku cn--bm==o, zrównanie wyrśża 


dwić linie profte: i na ten czńs zrównanić podane 
iuż nie będzie na linije 2g0 porządku, ale zrówna- ’ 
niem fkladaném na dwić linie profte. A 
§, XX. 
Kiedy termin P náywyžífzėgo wymiáru zamyká 
SZW. es 

trzech mnożników rzetelnych nierównych, każdy z 
nich przyprowadzi nas do ledwo-nieftyczney proftey 


‘opifanéy zréwnaniém wzoru p= — <; każda zaś le- 
opifanéy zroy a wzoru p AR każda zas le 
dwo-nieftyczna profta przez fpofób iuż wyłożony w 
$$. poprzedzaiących, przyprowadzi nas-do zrówna- 


mia wzoru EEEE Wyrdzaiacégo dwie odnogi 


‘niefkonczoné Hyperboli; przeto linia krzywa zam- 
knieta w zrównaniu P+Q+R+S = - +V=o0, w tera: 
znieylzym przypadku, będzie mieć fześć odnóg nie- 
fkończonych, mięfzaiących fie s fześcią odnogami Hy- 
perbolicznemi w granicach ilości odmiennych, Teżeli 
zaś P zawiera dwa mnożniki rzetelnć równe, a trze- 
ci nierówny; pierwfze dadzą za ledwo-nieftyczną 
Parabolę; oftatni naprzód linią proftą, a s tey dopić- 
o wypadaigcé dwie odnogi Hyperboli: i linia krzy- 
wá podaná będzie mićć cztery odnogi niefkończone, 
sktorych dwie mięfzaią fie s Parabola, dwie zaś s Hy- 
perbolą w granicach: ilości odmiennych: co wizy- 
ftko s poprzedzaiących wyptywa początków. Uwa- 
Żaymy iuż w P trzy mnożniki rzetelne równe 
(ay—bx)3: i żebyśmy wizyltkie fzczególnć przypad: 
ki łatwiey mogli roftrząlać, odmieńmy wfpół-ufzy: 
au+-bt at—bu 
—; KZ>— | 
y (a*+b?) V (ab) 
miny różnych wymiarów zrównania podanego będą 
śmiały wźrtość: 
Pa = - - - gł duże yt Au- gt 554 i t: d. 
0= 8 M48 mutig Pwt Pwt B tn=sy4 
= 


kowane, biorac y= 


| * ROZDZIAŁ it. 99: 

R= yit yt u yu yt 03+ ¥ tr6ut 

$= iA dj" uż dy ut i t. d.. 
+i ted. i 

Teżeli famo tylko P zamyká trzech mnożników ró: 

wnych; zrównanie na ledwo-nieftyczną ie - - - 
asust Bio. czyli 


(1.) «3+ B=, 

którć ieżeli nie może fię rozebrać na zrównania wy- 
mierne ftopni niżfzych, wyraża linią krzywą 3g0 
porządku, która ieft ledwo-nieftyczną linii podaney. * 
Ta ledwo-nieftyczna może mieć dwie albo, fześć od- 
nog niefkończonych podług iednégo lub wfzyftkich 
pierwyiafików rzetelnych, a przeto: tyleż odnóg poka 
zuie w linii podaney. 

Kiedy P zamyka trzech mnożników: równych; O 
może zamykać iednego takiegoż mnożnika; na ten 
czás żeby zrównanie całć nie było rozdzielne przez 
u, i warunek nafz ocaleny; przybędzie do ledwo- 
nieftyczacy termin R: to iet gt" 3u+ BET UE = = 
y i”, czyli 

(11) a w+ Biur yt=0. 
znowu na linią krzywą  3g0 porządku: w obydwóch 
zrównaniach położywfzy t niefkończonem, t ftaie fię 
takiem: a ieżeli w drugiem tem zrównaniu uważać 
będziemy yt niknące przed potęgami wyżlzemi, Zo- 
ftanie fie gui-+ Gtu=0; to iet u=0, wu*+ Bt=o, S 
których pićrwfzć wyróżd linią proftą która ieft ofią 5 
| drugić Parabolę: będzie więc mićć w takowym przy: 
| padku linia ‘podaná cztery odnogi niefkonezone, s 

| których dwić zmiefzaią fię z linią proftą, dwić zas s 
| Parabołą w granicy ilości odmiennych. 
| Kiedy P zamyka trzech mnożników równych, niech 

zawiera dwa takie mnożniki; będzie zrównanię 
na ledwo-nieftyczną œ Paw Bu yt *==0, czy- 


==> (H1.) @ W+ Bur+ yi=o, 
G2 gdzie 


KJ 
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gdzie f, u, fłaią fie niefkończone w gtanicy fwoidy; 
a znifzczywfzy Bu? iako niknące przy uż, otrzy- 
mamy a ust y =0. P 
Niech nakoniec R zamyká iednego mnożnika taki¢ 
$0, iakich P zamyka trzech, iiakich Q zamyká dwa. 
Dla wyłożonćy już Przyczyny przybędzie nam w 
zrównaniu na ledwo-nieftyczną termin z S, a przeto 
at""3u3+ BiM—3y24 yE Sut dit? 30, czyli 
(IF.) a W Bur+ yut d| =o. | 
Zrównanie to wyraza trzy albo iednę tylko ledwo- | 
nieftyczną proftą, ieżeli iedćn lub trzy pierwiaftki fą | 
rzetelne nierówne: oftatni przypadek zgadza fie zu- 
pełnie s tym któryśmy na famym początku tego $. | 
roftrząfali: skąd fię wnofi, że ledwo-nieftyczna wy- | 
pada ta fama, uwazaigc albo w famym tylko P trzy 
mnożniki rzetelne nierówne; albo razem w B'trzy, , 
-w Qdwa,a w R iednego takiego mnożnika. Ale | 
ze zrównanie IV. rozlegleyfzym podpada uwagóm 
iak przypadek naypierwizy tego $: roftrząśniymy ić | 
wfzyftkie porządnie. leżeli to zamyka iedeén tylko | 
_ pierwiaftek rzetelny u—c=o, to ieft gut | 
BUF yut A, =(U—t) (mu?-+-nu-+-p)=o, kładąc c za | 
% we wfzyltkie niknącć terminy, odmieniémy zró- | 
f : wnanie na 1 | 
BH) (ERAN BISS OBCO EDA it d. =o, | 
AW $ a rozdzieliwfzy całe przez {"=3, i odniófifzy potem 
| 


t do oftatniey granicy; otrzymamy na ledwo-niefty-- l 
f A B 
ALINA czną - - U—t+ —=0, albo WE 07 albo u—c+ 

4 i * t 


Can = - albo nakoniec u—c4. —_ podług — 
B : 

przypadku, że wfzyftkić terminy zoftaną, albo że” 
4=0, albo ze 4=0, B=o; albo A=o, B=o, C=0; 
albo ze nakoniec wfzyftkie terminy prócz oftatniego, 
będą zero; a gdyby nawet było V==o, zoftanie fie 
4u—t=0, co nas uczy, Ze linia profta która ieft gra- 

nica 


= eee 


yatta 


ee ae 


pma. 


« 
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'nicą linii podaney, nie ieft żadney innéy linii krzy- 
wey granicą, a przeto i linia podaną nie mięfza fig 
w odległości niefkończoney z żadną linią krzywą. 

Teżeli zrównanie IV. zamyka dwa pierwiaftki rze- 
telnć równe, to jeft g ur Bult yut fi =(u—c)* 
(mu-rn), i ieżeli zaden inny wfpół-czynnik takowych 
mnożników nie zawiera, włożywfzy za u, 0; W 
wfzyftkić terminy niknące, przyidziémy znowu_na lę- 

dwo-nieftyczną do iednego stakich zrównań (u—c)* 


A B C 
= =i) —t)3+——=0 + - > 
zr (u—c) MEL 0, (u—c) z o 
3 V i 
—( )2 fos fe 
(u—c)?+- 35 o 
Gdyby zaś wfpół-czynnik {4 zamykał iednego 


takiego mnożnika u—c, na ten czas trafilibyśmy na 
ledwo-nieftyczną zamkniętą w iedném z naftąpu- 


iących. 
(u—c)?+- a + ; ==v, albo (u—c)? + a 
L— V 
MZ: albo na koniec na (u—c)?+ SOA =S 220, 
ż3 t im—3 


a gdyby iefzcze .4==o, B zaś zamykało iednego tā- 
kiego mnożnika; albo B będąc zero, C zamykało u—6; 
i tak dalćy poftępuiąc w przypufzczeniu; trafićmy 
A . n s A'(u—c) 
koniecznie na zrównanie wzoru (u—c)?+- ay aa 


ae Sag wyrazaiacé ledwo-nieftyczną; gdzie 


qgLn—2; p<q. ` 

Przypuśćmy nakoniec że zrównanić IV. zamyká 
trzech mnożników równych (u—c)3=0. kładąc c za 
u, we wfzyftkie terminy niknące zrównania podané- 
go między t, u; ieżeli Żaden inny termin prócz pier- 
wfzego nie zamyka mnożnika u—c, trafiémy na zró: 


wnanie do powo aEy wzoru (u—c)3+- m0 
3 


GZN—Ż; 
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q<n—t, a ieżeli iefzcze wfpół-czynnik #"-4 zamyka 
7 SE A(u— 
u—t, na zrównanie wzoru - - (u—c)3-+ —— 
U 
U 
Tę ==o. uważaląc zaś drugi termin naftępnie zero, a 


w tuż naftępuiącym mnożnika u—c; trafićmy na zró- 


ur, f ij B' 
wnanie wzord - - (u cja AED wać =o. 
iP 


leżeli zaś oprócz piérwizégo terminu zamykaiącć- 
go trzy mnożniki równć, inny który z naftępnych za- 
mykać będzie (u—c)?, znaydziemy na ledwo-niefty- 
5 he A'({u—c)*. B' 

czną zrównanić wzoru (u—c)3+ EIA" JG oH ea 
Nakoniec ieżeli który s terminów zrównania zamy- 
kać będzie dwa, trzeci zaś iaki iednego takiego mno- 
Znika, iakich termin pićrwfzy zamyka trzech; przyi- 
dziemy do zrównania na ledwo-nieftyczną, którego 
M(u—c) 


2 k 
wzór ieft: (u—c)3+- kaze)” SA =0. 
tP tT iv 
gdzie r<n—2; q<r, p<q. 

Te wfżyftkie uwagi terazni¢y{zégo §. przyftofo- 
wawizy do zrównania na linie 390 porządku, zndy- 
dziemy fzefnaście przypadków różnych mogących 
mieć mieyfcć iuż to. w mnożnikach famych pierwfze- 
go terminu, iuż w kombinacyach z nim innych ter- 
minów zrównania. Skąd J. P. Euler wyciągnął fze- 
fnaście rodzaiów linii 3¢0 porządku co do liczby i 
 różney natury ledwo-nieltycznycb. Każdy zaś tako- 

wy rodzay maiąc właściwy wzór fwego zrównaniś, 
dzielić fie może na różne gatunki wypźdaiącć s kom- 
dycyi wprowadzonych na wfpół-czynniki terminów, 
tak iakeśmy widzieli w porządku drugim. Newton 
który w dziele. fwoim Enumeratio Linearum tertii or- 
dinis uwáżát włafności i różnice lini: krzywych w 
odległości fkóńczoney, naznaczył ich fiedmdziefiat i 
dwa gatunki: Teorya J. P. Eulera będąc daleko pro- 
: : i f ścieyfzą 


A 
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ścieyfzą i ogółnićyfzą,-nie tylko więkfzą miała u Geo- 
metrów pomyślność, ale nawet daie widzićć, że li- 
zba gatunków przez Newtona podana ieft niedokła- 
dna.  Roftrząfanić wfzyftkich tych rodzaiów linii, bg- 
dac tylko przyftofowaniem początków teraźnicyfzego 
$. do przykładu fzczególnego, nie uczyni żadney tru- 
dności, ktokolwiek w całey ogólności teoryą tę ogar- 
nat, i przypatrzył fie działaniom na linie 2g0 por 
rządku. Przydadź nam tu tylko należy iednę wła: 
{ność ledwo-nieftycznych fzczególnie z uwag nad li- 
niami 3go porządku wypádaižcą, która ieft wielkiey: 
wagi i na wyżizć porządki. 

Wyftawmy fóbie na fig. 29. linią krzywą .3g0 po- 
rządku maiącą fześć odnóg niefkończonych, a przeto 
trzy ledwo-nieftyczne profte wypźdaiące s trzech mno- 
gnikéw rzetelnych nierównych, w terminie nadywyż- 
fzego wymiaru zawartych. Ponieważ te ledwo-nie- 
ftycznć proftć wyrazaiq fie zrównaniami wypadaią- 
cemi z dwóch pićrwizych terminów zrównania poda- 
nego, idzie za tém że dwa te terminy P, O, fą fpólne 
zrównaniu 3go ftopnia na linią krzywą, i'zrównaniu 
tegóż ftopnia fkładanemu, które wyraża trzy linie 
profté. Wfpół-czynnik zaś iedney ilości odmienney 
w Q, będąc równy fummie pierwiaftków; wyrażać 
będzie razem przyftawy do linii proftey, i przyfta- 
wy do linii ,krzywey należące. Z równości tych 
przyftów zaftanówmy fie, czy iaka ważna włafność 
nie wypadnie. Na ten koniec wyftawmy fobie-dwa 
zrównania 3g0 ftopnia. 


Uwaga nad ‘fe 
dwo-niefty- 
<cznćmi:wyli= 
CzZOnemis 


Fige 290 


y3-+(bx-+e)y2-+(0x?+fu-th )y-dx+gx*+ixtk=o z 


234-(bsc+-e)274-(0x74-fx-FH J2z+dxs+gx?+la+K—=o 
s których pićrwfze (4') wyraża linią krzywą 3g0 
„porządku maiącą fześć odnóg niefkończonych: drugie 
zaś (B') wyrśżą trzy linie proftć: dla tego wfpół- 
czynniki H, 1, K, wyftawmy fobie takić; żeby to zró- 
wnanić mogło fig rozebrać, na trzy pićrwizego fto- 
pnia; będzie więc na fig. 29. PL+-PM+-PN=—bx—e, 
PF+PG+PH= —bx—e; a przeto PL+-PM+-PN==PF+- 

GA «PG 
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PG+PH, czyli brzywiddifzy ie do zero: 
FL—GM+HN=o, i podobnie fn—gm+hl=o. — 
każde s tych zrównźń Zamyka kondycyą wyrśżaiącą 
iftotną cechę ledwo-nieftycznych, to ieft: ieżeli przy- 
ftawa czyli linia profta iakakolwiek przeciną we 

trzech mieyfcach odnogi krzywe i ledwo-nieftyczne; - 
dwa odcinki tey linii proftey między ledwo-niefty- 
<znemi i odnogami krzywemi zawarte, równe  fą 
trzecićmu odcinkowi idącemu w ftrone przeciwną, 
W liniach więc 350 porządku gdzie trzy zachodzą 
ledwo-nieftyczne, trzy odnogi linii krzywey nić mo- 
gą zmierzać ku iedney ftronie z ledwo-nieftycznemi, 
ale ieżeli dwie wykierowane fą względem odnogi 
ku pewnćy iakićy ftronie, trzecia mufi bydź wy» 
Figo kierowana przeciwnie: i tak n.p. na fig, 29, odno- 
ga SM nie może przechodzić za G, żeby fie ftata 
wklefig do ledwo-nieftyczney BG; boby. zréwna- 
nie FL—GM+HN=o0 nie miało mićyfca w tako: 
wem przypadku. Stąd fię wnofi iż nie może bydź 
żadnego: rodzaju w liniach 3§0 porządku maiącego 


dwie ledwo-nieftycznće wzoru Metts iednę tylko 
Be ee aS pe. 

wzoru u=—, bo u=— będąc niefkończenie mnićy- 
t > 


{zém od E bydź nigdy nie może, aby dwić takić 


: 5 4 
wyrównać miały iedney ledwo:nieftyczney sny 


RZ ; ; 
ale ieżeli fię iedna z zndyduie przy innych wzo- 


ru u= A druga takaż zndydowad fie także mufi, 
{2 
TRGS Pee > : A 
A iezeli niemafz. żadney tedwo-nieftyczney u= > le- 


e , 4. : ; 
dwo-nieftyczna u=- nie może fie nigdy fama znay- 
a dować 
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dować przy inńych u= = i ogólnie Żadna ledwo- 


nieftyczna niżfzego porządku, nie może fię znaydo- 
wać fama przy ledwo-nieftycznych porządków wyż- 
fzych. 

Ciagnac daley teorya ledwo-nieftycznych na cztery 
mnożniki rzetelne w terminie P ndywyżlzegó wy- 
miaru, i tę ftófuiąc do zrównania na linie 4g0 po- 
rządku, uwazacby nam przyfzło w niem naftępującć 
przypadki. Naprzód: kiedy termin naywyzizégo Wy- 


miaru zamyká wfzyftkie cztery mnożniki uroion¢,’ 


Powtóre: kiedy zamyka dwa rzetelnć nierówne, a 
dwa uroionć. Potrzecie: dwa mnożniki rzetelne ró- 
wne, a dwa uroione.. Poczwarte: wfzyftkie cztery 
mnożniki rzetelnć i nierówne.  Popiąte: mnożniki 
rzetelne dwa równe, a dwa nierówne. Po/zofłe: dwa 
mnożniki równe, idwa drugie równe, ale każdą para 
od fiebie różna. Pofiodme: kiedy trzy mnożniki rzetel- 
né równć, a czwarty nierówny. Poofme: kiedy wizy- 
ftkić cztery mnożniki rzetelnć między fobą równe. 
W każdym s takowych przypidków uwazaigc terminy 
niknącć, a biorąc inne na ich mieyfce; powtóre ro- 
ściągając mnożniki do dalfzych terminów, wynaleźli. 
byśmy wiele rodzaiów linii krzywych: a przefzedł- 
{ży przez wfzyftkić, pokazałoby nam fię 146 ro- 
dzaiow linii krzywych 4go porządku różniących fig 
ledwo-nieftycznemi, czyli odmianami, którym podle- 
gaią w oftatnich granicach wfpół-ufzykowanych. Ka- 
żdy żaś takowy rodzay uwdżaiąc w odległości fkoń- 
czonćy, odkrylibyśmy gatunki do niego nśleżące.. 
Idąc do wyżfżych porządków liczba rodzaiów wzra- 
ftać będzie co ráz barziey, dlá tego że fig liczba 
kombinacyi w mnożnikach znacznie powiękfza. 
$. XXI. 

Granice ilości wzraftaiących odkryły nam tyle 
znakomitych cech i włáfnosci w liniach krzywych: 
obiecywać fobie można, że fą iefzcze inne przymioty, 
którć od granic ilości ubywaiących zawifły. A iako: 

Gs tamte 
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© granicach tamte wypłynąwfzy ze ftycznych prowadzonych do 


Morei Poldi odległości niefkończonćy należały do odnóg bez koń- 
1 H s g +, 4 rp ot 
zawistych wid Ca fig ciągnących; tak teraźnicyfzć ftófuiąc do fty- 


fnościach linii cznych pewnych łuków, odkryć nám mogą charakte- 


krzywych, ry linii krzywych w odległości fkończoncy, / Potrze- 


baby nam więc do ninieyfzych uwag, w zrownaniu 
na linie iakiegokolwiek porządku, ilości odmienne 
przywieśdź do ftanu ciągłego i nieprzeftannego uby- 
waniń. Stan takowy ubywania wfpół:ufzykowanych 
zmnicyfzą łuk linii krzywey, a w oftatniey granicy 
przywodzi go do punktu, lub do ftyczney mięfzaią- 
cy fie z dwiema przyległemi punktami linii krzy- 
wych, Skąd nam łatwo przewidzićć, że włófności 
punktów różno-rodnych iakiemi fą punkta podwóy- 
ne, potróyne, poczwórne i t, d, powtóre, fpofob 
oznaczenia i prowadzenia ftycznych , zawifly od 
teoryi granic ilości ubywaiących. A iako w grani- 
tach wzroftu z ledwo-nieftycznych proftych wynay- 
dowalismy innć linie krzywe miefzaiacé fie w odle- 
głości niefkończoney z linią podaną; tak doświadczać 
będziemy, ieżeli teorya granic ilości ubywaiących nie 
nauczy nas o zamianie łuków iedney linii krzywey 

-. na drugą, a przeto ieżeli nie odkryje nam fpofobu 
równania linii zawikleyfzych s prościćyfzemi. Za- 
glebmy fie we wizyftki¢ te uwagi, mając na pamię- 
ci te wizyftkie początki, któreśmy o oftatnich gra- 
nicach wzroftu lub ubywaniź ilości odmiennych na 
początku tego rozdziału wyłożyli. 

Wiemy że ilości odmienne maią (0) za granicę cig- 
głego ubywania; niech będzie zrównanie W=0 nay- 
ogólnicyfze między dwiema ilościami odmiennémi Ba, 
y, iakiegokolwiek ftopnia; yo daie nám zawfze 
przecięcia linii krzywey od osi; zaś x—o przecię- 
cia teyże linii krzywćy od przyftawy wychodzącey 
s początku odcinków: ieżeli Więc w liniach krzy- 
wych znayduią fie takie włafności przywiązane do 
dwóch granic, té wypaśdź nám koniecznie mufzą s 
teraźnieyfzey teoryi; 'a iako X=00, y= grani- 

cach 


| 


+ 
en 
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cach wzroftu dały nam ftófunek E fkończony; tak i 
% 


, , s c £4 y $ 
teráz x==0, y=0, dadzą nam także ftófunek U fkoń- 
x 


czony, wyrdżaiący tę włafność od granic zawifią. Al- 
bowiem podług $. 16. Algebry wyraz 3 pokazuie 

wórtość fkończoną. Teżeli więc na fig. 20. odcinko- 
wi 4P=x odpowiadd przyttawa PMy taka, iaką 
wyraża zrównanie Wo, nazwawfzy te wórtości 
punktowi M odpowiadaiące x=p, y=q; P, q uczy- 
nić powinny zadofyé zrównaniu ($. s. Algeb.) a 
przeto włożywfzy p za x, q za y, wfzyftkić termi- 
ny znifzczyć, Poprowadziwfzy teraz przez M ró- 
wno-ległą osi MS, i nazwawfzy MS=t, SN=u, x= 
p+t, y=q+u, i te wartości włożywfzy w Zrówna* 
nić W==o, oś zas AP przeniófzy na MO, początek 
odcinków na M; ponieważ p, q, były pićrwiaftkami 


do punktu M,'i tam całe zrównanie przywiodły do, 


zero, ten zaś punkt M ieft terdz początkiem odcin- 
ków na osi MO; więc u niego wfpół-ufzykowanć p,- 
q, znikną, i niezoftaną fie w zrównaniu W==o, tylko 
terminy będące funkcyą i, u; to ieft, zrównanie ¥=o 
kładąc x==p-+t, y=q+u ftanie fig: 

0—=At-+-Bu+-Ct2+ Dfu+-Eu?+GH3+Htu--ltu7+Ku3+-Lt4 


Weil dzia WZW 31 5 WOŁGA 


gdzie 4, B, C, D, it. d. fą ilościami  ftatecznemi: 
to zaś zrównanie wyraża te fame linią krzywą, któ- 
rą wyrażało Wo, ale. wipółrufzykowanć które 
przedtóm należały do osi AQ, terd2 należą do MS, i 
p, q, {4 terdz nieodmiennć. Im punkt N zbliża fig 
barzi¢y do punktu M, tem t czyli MS, co raz barziey 
maleie, tém punkt N linii krzywey,. zbliża fie bar- 
ziey do punktu L limi proftéy; a przeto łuk MN do 
linii ML: linia więc profta ML ieft granicą łuku MN, 
do ktérey fie ten łuk coraz barzicy zbliż4, ale ktorey 
nigdy nie może dofige, nie odmieniwfzy fwey natury. 
Odniofifzy w zrównaniu (A) ilości ubywaigce t, u, 
Go do 


Fig, 33% 
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do fwych oftatnich granie, wfzyftkie potęgi wyżfze 
znikną przed nayniżfzą, i zoftanie fie 4i+-Buo; ade 
wipdt-ufzykowané MS, NS, dofiagifay oftatnich gra- 
nic fwćgo ubywania łuk MN zamiéniá fię na ftyczną 
ML, przeto 4t+Bu=o ieft zrównariem na fty- 
czną ML. Każda więc ftyczną ieft granicą łuku ni- 
knącćgo; md bowiem dwa punkta fpólne z linią 
krzywą: zmnieyfzaiąc co ráz barziey łuk linii krzy- 
wey, zbliżamy fię do tych punktów tuż przyległych, 
ale tych dwóch punktów nie możemy  dodiąc, 
chyba że linią krzywa całą hature odmieni. Dwa 
bowićm punkta tuż przyległe, czyli mowiąc ięzy< 
kićm geometrycznym, dwa punkta niefkończenie bli- 
fkić nie czynią linii krzywćy; bo wiemy z Rozd, I. 
że tylko fama liaid prolté oznaczą fię dwiema pun- 
ktami, ale linia krzywa ndyprościcyfza potrzebuie 
ich więcćy. leżeli do poznania natury linii krzy- 
wey fzukamy tylko iednego punktu, i ten wyrazi- 
wizy zrównanićm, czyli iak fie tłómaczyli dawni Ge- 
ometrowie znalazt[zy miey/ce gtometryczne tego pun- 
ktu, mamy zrównanić na linią krzywą, .przeftaićmy 
na iednym punkcie dla tégo, ze wfzyftkie inne pun- 
kta uważamy takićm prawém opifanć do iakiegosmy 
przyfzli w zrównaniu, i że tén punkt przez funkcyą 
ilości odmiennych, wyraziwfzy, to {amo prawo od- 
miany rościągamy do w4zyftkich innych punktów. 
Powtóre do oznaczenia linii krzywey potrzeba nam 
koniecznie wiedzićć prawo, podług którego odmie- 
nid fie punkt tę linią krzywą opifuiąc; ieżeli mamy 
zadanie i kondycye iakić do niego przywiązane, i ie- 
żeli te kondycye f} wyltarczaigce, zamykaią w fobie 
ukryte prawo ciągłości, które my tylko tłómaczemy 
na znaki (zukaiąc zrównania, a przeto dofyć nam 
ieft takowe prawo znane s kondycyi pytania do ie- 
dnego punktu przywiązać, aby całą linią poznać, 
Ale wyftawmy fobie że mamy łuk iakiey linii krzy- 
wey z nikąd nićznaney, a chcąc doyśdź prawa po- 
dług którego taka linia ieft opifana, mufielibyśmy 
prowadzić 


————— 
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prowadzić wfpół-ufzykowanć przez wielką łiczbę 
punktów, a znacząc ich odmiany, trzebaby nam w 
tych odmianach iakiegoś upatrywać prawa i zwią- 
zku, a tén doftrzegłlzy, dopierobyśmy przyfzli do 
poznania linii podaney, -W takim przypadku pofta- 
wiwfzy tig myślą, nigdyby nam dwa, ani trzy, ani 
nawet cztery punkta tuż przyległe nie wyftarczyły 
do poznania linii krzywey, co mie tylko należałoby 
przypifać fiabości nafzego umyfu, ale nawet naturze 
rzeczy. Idąc bowiem od punktu linii krzywey do 
tuż przyległego, różnica dwóch połóżeń ieft tak ma- 
tá, Że iey -z żadną fkończoną ilością porównać nie- 
podobna, i póty nić może bydź doftrzezona, póki 
fkończonćy iakićy nie doydzie, miary; to ieft póki 
pewnego łuku linii krzywey nie przeydziemy; łuku 
zaś takiego, który iftotnie dotey a nieinfzey linii na- 
leży. Na łuk zaś taki trzeba nam pięć punktów w linii 
2go porządku, 9 w linii 3g0 it.d. podług $. VI. Ieżeli 
więc dwa punkta tuż przyległć nie czynią nigdy lj- 
nii krzywéy, poznamy łatwo że uważać linią krzy- 
wą iako złożoną z linii proftych niefkończenie ma- 
łych, prowadzonych do każdych dwóch punktów 
przyległych, nie 1eft to uważać ią geometrycznie, bo 
taka uwaga ieft przeciwna pierwizym poczatkom 
Geometryi. Możemy ićy użyć kiedy idzie o iaki wy- 
miśr n.p. płafzczyzny linią krzywą zamkniętey, lub 
o iaki praktyczny rachunek, nie mogąc tego rachunku 
drogą ścifłości geometryczney doftapi¢, iak przymu- 
fzeni ieftesmy czynić prawie wewfzyftkich zadaniach 
fizyki, ftófuijąc Geometryą do fkutków Przyrodzenias 
ale to ieft tylko droga zbliżania podobna do tey, ia- 
-kasmy fzli w fzeregach niefkończonych. : Nigdy zaś 
nie można tych przypufzczeń używać do dowodu ia- 

kićy prawdy ogólnćy, boby té naprzód przy czyftem 

rozumowaniu nigdy nas do prawdy ścifłey nie- przy- 

wiodły, a przy nieoftrożności ftaią fie, źrzodłem prze- 

ciwnych wypadków, lub fałfzywego dowodu. $ tych 

uwag których dotąd nie ftarano fie w\fwem świetle 

: wyftawić, 


FIO GEOMETRY: WYŻSZEY ’ 
wyftawić, rozfądzemy łatwo tyle błędnych dowo- 


dów, rossianych między ndyseisley{ze Geometryi pra- * 


wdy od wielu Autorów. 

Dwa punkta tuż przylegtć w linii krzywey ozna- 
Spofób wynay CZaią położenie ftyczney, ktord przeciagniona poka- 
` dowanié pod. zuie na tym mieyfcu kierowność punktu opifuiącego 
ftycznych w linią krzywa: gdyby ta kierowność zoltałą nieod- 

liniach ktzy- a A re a A. s Bs 
wych, . mićnną, punkt opifałby linią proftą: ale że tą kiero- 
wność odmienia fię idąc od każdego punktu do tuż 
przyległego, powltaie stąd liniś krzywa, którą możną 
uważać opifaną od punktu odmieniaiacégo w kazdém 
mieyfcu fwoię kierowność, tę zaś kierowność po- 
kazuie ftyczna u każdych dwóch punktów przyle- 
głych linii krzywćy, Przenidfifzy oś linii krzywey 
i początek odcinków do tego famego punktu dotyka- 
nią fie, a odnióffzy ilości odmiennć do fwych granic 
ubywania, zrównanie na ftyczną ieft At+Bu=o, skąd 
Big, 30, fit 
rst 


my LS:MS=MP:PT=—A:B, przeto PT= =A zró. 


== s podobieńftwa tróykątów LSM, MPT má. 


wnanie ogólne na wynalezienić PT, którą nazwano 
PODSTYCZNĄ (Subtangens), a przeto na prowadze- 
nie ftyczney do iakićykolwiek linii krzywey: fpofób 
ten ogólny prowadzenia ftycznych zamyká fie w na- 
ftępuiącóm prawidle, 

n Maiąc zrównanić podané na linią krzywą, połóż 
„naprzód q za u, p za x; skąd powitanie związelk 
sna p, q, czyniący zadolyć zrównanin w punkcie M: 
n powtóre w toż zrównanić podane połóż powtér- 
„Nie x=p+t, yz=q+u; wymóż naprzód té terminy, 
„ które wypadły na zadofyć uczynienie w pierwfzem 
ss przerabianiu zrównania, potem opuść wfzyftkić 
» potęgi wyżfzć 4, u, i zoftanie fig 4t+Bu=a, skąd 


TERS 


T daie podftyczną, a przeto położęnić ftyczney 
» 4 

do punktu danego, 
AA) Przykład 
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Przykład na Parubolę; Zrównanić na linią krzywą 
y?=zax kładąc naprzód p za x, q ZA y, zamienia fie 
na q?==2ap; powtóre kładąc x=p-t, y=q+u; za: 
mienia fie na q?+2qu-+u?—=2ap+zat, aże q*=z2ap, 
opufzczam te terminy w oftatniem zrównaniu, po: 


tem uż; i zoftaie mi fie at—qu=o. skąd — = — = 
q 
AR 2 2 ? 
io PT= mł! (Aa SA aże a= L, więc PT==2p: 
B A a - 2p 


podftyezna więc ieft dwarazy wiekiza od odcinku. 
Przykład na Hyperbolę: Niech będzie zrównanić na 
ke f 
linią krzywą y =—(x*—8*), czyli y*g?—=k?x2—k7g7, 
S 
kładąc p za x, q za y; zamiénia fie na qłg?=k?p?— 
k2g? - - - (æ); kładąc powtóre x=p+t, y=q+u, Za- 
mienia fie na g*q7+2g*qu--g u =k*p"-rzk*pt+-k?t*—k*g*3 
wymazawfzy naprzód terminy zamknięte w zrówńa- 
niu (æ), powtdré potęgi wyżfze t, u, zoftanie fie 
k?pi—g?qu==o0; przeto 4=k*p, B=—g*g; PT = 
SAR 22 2 2 
A IM aże zzrównania (g) mam k?= 18 A 
"8578? 
2 


więc PT= USB IA co fie właśnie zgadza z wypad- 


kami Rozdziału zgo. Tym fpofobćm na wfzyftkie 
linić krzywe, których zrównania przywieśdź fig mo- 
gą do wyrazu cdłkowitego znifzczywfzy ułomki; i 
do wyrazu wymiernego zgubiwfzy znaki pierwiaft- 
kowe; mamy fpofób ogólny prowadzenia ityeznych. 
Lubo zaś teraźnićyfzy fpofob ftófowaliśmy do wipół- 
ufzykowanych pionowych, m4 on iednak to famo 
użycie i w ukośnych, które możemy łatwo za pomo- 
cą trygonometryi przerobić. 
$. XXII. 


Znaleźliśmy dopiero podftyczną PI= =A 4, B, 
bedac 
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Spotób roze. będąc wfpół-czynnikami zrównania At-Bu=o; giy- 
Hie oska pada miefkończona, i na ten czas kat PTM znikną: 
stych, i troi- wizy, ftycznd ftaie fie równo-ległą ofi TQ: gdyby zaś 
‘fych w lini. było Boo, PT fraie fie także 0; co nas uczy, że 
R ywych punkt T przypada w famym początku odcinków, 
skąd wychodząca przyftawa iel ftyczną linii krzy- 
wey. S tych dwóch uwag wypada nauka barzo 
wielkiey wagi w Matematyce wyżfzey ©` przyfta- 
wach NAYWIĘKSZYCH i NAYMNIEYSZYCH (De maxi- 
mis ©? minimis). Zaite weżmy fobie za przykład 
Ellipfe lub ‘koto, w nich kiedy ftyczna ftaie fie ró- 
wno-ległą osi, pokazuie mieyfeć przyftawy ndywie- 
‘Kfzey, po którey idące inne zmnieyfzaią fie, a przeto 
pokazuie razem niywiękfzć wzniefienić fie linii krzy: 
wey nad oś: kiedy zaś ftyczną ftanie fie równo-ległą 
przyltawóm, pokazuie odwrot linii krzywćy i przy- 
ftawę naymnicyfzą. Te zas poznawania zwrotu lub 
wyniofłości linii krzywych fą wielkiego barzo uży- 
cia do poznania ich ryfunku w odległości fkończo- 
ney. Szukaiąc przez fpofób $. poprzed aiącego pod- 
ftyczney na Ellipfe, którcy zrównanić Yyg+k?x*= 
keg, kładąc naprzód p za x, q za y; wypada - -.- 
87q"+k*p*=k*g* - - (8). powtórć kładąc x=p+t, 
y=q+u, znaydzi¢my na AHBi=o, g*qu+k*pi=o, 


: ; —B 
gdzie A=ktp, B=g*q. Podftyczna PT= = = 


Fig, 300 


272 


= —, kiedy w Ellipfie ftyczną icft równo-ległą osi 
cp 

PT=3, bo A=o, czyli K*p=o. gdzie k nie mogąc 
bydź zero, wypada p=o: wprowadziwizy w zró- 


wnanie (8) kondycyą po; wypada gk, to ieft 


że przyftawa naywiękfzą ieft równa półosi mniey- 
fzey, Kiedy zaś w Ellipfie ftyczna ftaie fie równo- 
ległą przyftawom, na ten czás B=o, czyli g%q=0, 
guzie znowu nie może bydź tylko q=o: wprowadzi- 
wizy 


by w tym wyrazie podftyczney było Ao, PT wy=. 
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wizy tę kondycyą w zrównanie, otrzymamy pg; 
to ieft że odcinek ndywiekfzy, ieft równy pół-osi 
więkfzey, a iako na każdą s tych naywiękfzych ilo- 
ści dwić wypadły wartosci, przeto dwie {a przyfta- 
wy ndywiekfzé w Ellipfie pokazuiącć dwa podniefie- 
nia fie linii krzywey iedno nad, drugie pod osia; po- 
wtóre dwa odwroty teyże linii krzywćy na oby- 
dwoch końcach osi wiekfzéy. . W tych zaś przy- 


` pádkaċh widzemy, że w Ellipfie takićm zrówna» 


nićm opifaney odcinkowi naymnieyfzemu odpowiadź 


przyftawa naywiękfzą, a przyftawie naymnieyfzey - 


odcinek naywiękfzy. Ponieważ więc w.tey teoryi 
wypźdaią razćm rzeczy naymnicyfzć i naywiękfze, 
chcąc ią do zupełney ogólności i dofkonałości 
przywieśdź, potrzebaby wynalesdz prawidło na ro: 
zeznanie w każdym przypadku kiedy i co wypźdź 
ndymni¢yfzé, a kiedy i co naywiękfze. Bo iefzcze 
należy nim oftrzec, że nie zawfze wypada przyfta. 
wa linii krzywey naywiekfza, kiedy ftyczną ieft ró- 
wno-ległą osi; i nie zawfze naymnieyfza, kiedy ieft 
równo-ległą przyftawom: ale w pićrwizym przy- 
padku bydź może naymnieyfzą, w drugim naywię: 
kfzą. Wyftawmy fobie że linia krzywa ma taki ry- 
funek iaki nim pokazuie fig. 31. w punkcie A przy- 
ftawa będzie naymnieyfza, chociaż tam ftyczna LM 
ieft równo-ległą osi; a w punkcie O może bydz nay- 
więkfzą, albo ani naywiękfzą ani naymnieyfzą, cho. 
cidż ftyczna ieft równo-ległą przyftawie P4. Te 
wfzyftkie przypadki potrzebuią nayogólnićyfzych 
prawideł na rozeznanie iednych od drugich: i czynią 
tę teoryą iednę z nayobfzernićyfzych w rachunku Dif» 
ferencyalnym, do którego ią odkładamy, Będzie 
nam miło w obfzernem tam wyłożeniu tey nowey 
teoryi, i iey użyciu dadź poznać wyfokić wynalazki 
Wielkich wieku nafzego Geometrów Mac-laurin, dela 
Grange, Eulera. Wróćmy fie do pićrwfzych uwag 
nad ftycznemi. 

Widzieliśmy iuż wypadaiące wartości ftycznych, 

H czyniąc 


Fige $1. 
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czyniąc w zrównaniu aa, d=o famo, po- 
tém B famo =o. uczyńmy teríz razem A=0, B=o0; 
zrównanić na podftyczną ftaie $ i zrównanie na ity- 

w —A4 ' i 
CZNĄ >= ps Wyrdz tën 5 podług $. 16. Al- 
gebry iet wyrazem nieoznaczonym oftrzegaiącym 
nds, że po wynalezieniu ftycznych wrócić nam fię 
potrzeba do pićrwfzego zrównania (A). $. 21: tam 
uczyniwfzy A=o, B=p, dwa terminy: nayniżfzego 
wymiaru nie będą fie znaydować w zrównaniu, ale 
na ich miéyfoé C#+Dtu+Eu? fa terminami wymiaru 
nayniżfzego, przed któremi inne potęgi nikną, a któ- 
re przeto dadź nam powinny wśrtość ftyczney. Zró- 
wnanić więc na ftyczną ieft Ct24-Dtu+-Fuż=0 -+ (y) 
to zrównanie rozebrać ‘fie może na dwa pierwfzego 
Ropnia rzetelne lub uroione, równe lub nierówne, 
ieżeli D?>4CE, dwa pićrwiaftki zrównania (y) tą 
rzetelne nierówne, każdy z nich wyraża ftyczną do 
Fig. 70, punktu M; więc do punktu M należą dwie ftyczne 
ofobné i różne, a przeto mufzą bydź dwa łuki linii 
krzywey przecinaiące fie w punkcie M, iakié nam 
Pig.zzy Name maluie fig. 32, No, 1°, VM, NM, do których prowa- 
dzone ftyczne LM, HM, pokazują kierowność każde: 
go łuku w punkcie M, który ieft punktem dwoiftym. 
Jeżeli D>=4CE żrównanić (y). zamyka dwa pier- 
wiaftki równe rzetelne, co nds uczy, że obydwić fty: 
czne LM, HM, zefzły fię razem, i odnogi dwie linii 
krzywey w punkcie M wzięły iednę kierowność, 

czyli té odnogi dotykaią fie s fobą w punkcie M. ` 
leżeli zaś D?<4CE dwa pierwiaftki zrównaniź 
(y) fą uroione, co nás uczy że M znaczy odnogę 
iaykowatą zamienioną w punkt dwoifty. fprzężony 
§. 2. Każdą więc linia krzywą w którcy zrównanie 
(y) ma mieyfce, zamyká. punkt dwoifty, w którym 
albo fig dwie odnogi przecinaią i czynią węzeł; albo 

fig 
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fie dotykaią: albo nakoniec ten punkt dwoifty ieft 


punktem fprzężonym: podług troiakiego gatunku 


pierwiaftków (y). f À 

Gdyby iefzcze w zrównaniu (y) nie tylko 4, B, 
ale C, D, E, były ==o, na tén czas_terminy Ft3+- 
G#u+Htu2+Iu3 byłyby wymiarem niyniżfzym przed 
którym wfzyftkić inne wyżfze zniknawfzy, mieliby- 
śmy Ft3s+Gt*u+-Htu*+lu3=0 - - - (d) to zrównanie 


mogąc fie rozebrać ‘na trzy pierwfzego ftopnia, od- - 
kryie nám punkt troifty w M; to ieft albo taki, przez, 


który przechodzić będzie iedua odnoga linii krzy- 
wéy, i gdzie „razem druga zamieniła fie w punkt 
fprzezony, ieżeli zrównanie (dj) má iedćn pierwia- 
ftek rzetelny a dwa uroione; albo punkt taki, w 
którym fię trzy odnogi linii krzywey przecinają, ie- 
želi trzy pierwiaftki fą rzetelne nierówne; albo 
punkt w którym fię trzy odnogi dotykaią, ieżeli 
pierwiaftki rzetelnć fa wfzyftkie równe: albo na koniec 


„punkt, w którym fie dwie odnogi dotykaią, a trzecią 


ie przecina, ieżeli dwa pierwiaftki rzetelne fą równe, a 
trzeci nierówny. Zawfze zaś linia profta przecho- 
dząc przez punkt M troilty przecina linią krzywą w 
trzech mićyfcach, tak iak przecinaiąc ią w punkcie 
dwoiftym uważana bydź ma iak‘ gdyby w dwóch 
mieyfcach tęż linią krzywą przecięła. Idąc daley za 
tem rozumowaniem, możemy fobie iefzcze wyftawić, 
że wfzyftkie terminy zrównaniź (dj) {4 zero, a na 
ten czas przypadnie nam wziąść na ftyczną z zró- 
wnaniź (A) terminy fkładaiącć czwśrty wymiar; ta- 


kowe czwarteégo ftopnia zrównanie roftrzafaiac, znáy- 


dziemy”mu punkt odpowiadaigcy poczwórny, po- 
wftaiący albo z dwóch punktów fprzężonych, albo 
czterech odnóg fię przecinaiących lub dotykaiących, 
albo s czterech odnog s których dwie fie dotykaig, a 
dwie inne ié przecinaig w tymże famym punkcie, 
Przeciąwfzy linią krzywą w takowym poczwórnym 
punkcie, uważać w tem przecięciu należy, że dinia 
Hz profta 
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profta w czterech punktach przecięła krzywą. Stąd 
łatwo nám barzo ułożyć zréwnanid ogólne na linie, 
krzywe maiące punkta poiedyncze, dwoifte, po- 
czworne, it. d, Zaifte żeby zrównanie wyrażało 
linią krzywą maiącą punkt poiedynczy, potrzeba na- 
przód, żeby to mogło bydź przywiedzionć do zero, 
położywizy p za x, q za y: powtóre żeby kładąc za 
ix, pH, zay, q+u; odmieniło fig na zrównanie między 
i, u, takie, któreby w oftatnich granicach ilości ubywa- 
iących zamienić fie mogło na At+Bu==0, a przeto wy- 
raziwfzy takić zrównanie przez P(x—p)+-Q(y—q)=0, 
Pi Qbydz powinny funkcyami x, Y, i całe zrównanie 
nie powinno bydź rozdzielne przez x—p, ani przez 
"Yy=q; potrzebą bowiem zawfze aby to zrównanie 
przerobione na t, u, wzięło wzór zrównaniź (a). 
Podobnie zrównanie na linią krzywą maiącą punkt 
dwoifty wyrazić możemy przez P(x—p)?+-Q(x—p) 
(9—q)+R(y—q)*=0, w ktdrém P, Q, R, bydź po- 
winny koniecznie funkcyami x, y, calé zaś zrówna- 
nie nie powinno bydź rozdzielnć ani przez x—p, 
ani przez y—q. Skąd łatwo poznaiemy że linie 2g0 
porządku nie mogą mieć punktu dwoiftego, w nich 
bowiem P, Q, R, mufiałyby bydź funkcyami frate- 
cznemi; a przeto zrównanie podane nie na linią 
krzywą, ale byłoby na dwie linie profte.  Teżeli 
iefzcze linią krzywą maiącą punkt troifty opifzemy 
zrównaniem > - - P(3—p)3+0(—p)2(y—q) + 
R(x—p)(y—a)?-+S(y—q)3=05, P, ©, R, $, bydź po- 
winny funkcyami ilości odmiennych; powtòré całe 
zrównanie nie powinno bydź rozdzielne przez x—p, 


ani przez y—q; dla czego linie 3go porządku nie. 


mogą mieć punktu troiftego; ale iako porządek trze- 
ci ieft nayniżfzy, który mieć może punkt podwóy- 
ny; tak porządek czwarty nayniż(zy, który mieć mo- 
ze albo ieden punkt troifty albo dwa dwoifte, Co 
nam łatwo ieft rościągnąć do linii krzywych porząd- 
ków wyżfzych, to ielt: że linia porządku m nie mo- 
że mieć punktów mnogości więkfzey od n—y, 

§. XXII, 


KRZ A w = 


— 


ma 
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Uwśżaiąc odnogi niefkończone w liniach krzywych 
przez granice ilości: wzraftaiących doświadczyliśmy, 
iż zrównanie podanć znifzczywfzy w nićm wizy- 
ftkie terminy niżfzych wymiarów, procz dwóch 
pićrwfzych dały nam ledwo-nieftyczną proftą: - oca- 
liwfzy zaś w nićm więkfzą liczbę terminów, wypa- 
dia ledwo-nieftyczna krzywa mięfzaiącá fie w odle- 
głości niefkończoney z linią podaną. Te zaś ledwo- 
nieftycznć krzywe daleko nam lepiey wydawały 
włafności linii podanćy iak ledwo-nieftyczne profte. 
Podobnie w teraźnieyfzych dociekaniach ocaliwfzy, 
wiecey terminów w zrównaniu 
o=At-HBu+Ci2+Dtu+-Eu?+Ft3+-Gt*u+Htu?+-lu3+-Kt8 
+i t. d. - - - (a). 
zrównanie pozoftałć wyrazi nam linią krzywą, któ- 
réy więkfza liczba punktów przyftanie do linii po- 
danćy. Kiedy bowiem linii iakiéy krzywey odnoga 
dotknie fie odnogi inney linii krzywey, dwa małe tu- 
czki tych linii zmięfzaią fię tak, iż ich krzywizna 2 
przeto kierowność punktu opifuiącego takie łuczki, 
ftanie fie ta fama; podzieliwfzy przeto linią krzywą. 


` podaną na takie łuczki tuż fobie przyległe, uważać 


ią możemy iako złożoną z elementów drugićy linii 
krzywey odmieniaiącey fwoie położenie na każdy 
takowy łuczek, to ieft odmieniaiącey ilość ftateczną, 
którąśmy linią porównania nazwali w $. 7. Aże 
z-odmiany takowćy ftateczney ilości rodzą fie linie 
krzywe podobne, przeto każdą linią iakiegokolwiek 
bądź porządku równaiąc ią fpofobém opifanym z inną 
linią krzywą, uważać możemy iako złożoną z łu- 
czków podobnych tey oftatniey. Do takowego ró, 
wnania obrać nim naprzód należy linią krzywą, w 
którey zrównanie nie wchodzi tylko iedna ilość fta- 
teczna, powtóre którey włafności fq nam znane nay- 
lepićcy, i którey nakoniec odryfowanie ieft łatwe. 
Wfzyftkie té korzyści zawiera koło, s którćm ró- 
wnaiąc inne linie krzywe, uważać ić możemy iako 
H3 złożone 


Równmaia fie 
linie krzywć 
a koi¢m, 


Fig. 50. 
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złożone z łuczków kół podobnych, czyli kół odmie- 

niaigcych zawfze fwoie promienie. A ponieważ wie- ` 
my z Geometryi początkowey, że obwód czyli 

Krzywizna KOŁA (Curvatura), ieft w ftófunku fpa- 

cznym promieniń, znalazłfzy na kaźdy łuczek li- 

nii podaney odpowiadaiący promień koła, będziem 

wiedzieli krzywiznę linii podaney w:kazdém micy- 

feu. 1 tén to wynalazek promienia odmiennego za- 

wiera w fobie całć rozwiązanie ninieyfzego. zadania. 

Koło takowe którego łuki odmiennych promieni 

przyftaią do łuków linii podaney nazywa fię (Circu- 

lus ofculator) Kozem SCISKAIACEM, a promień iego ' 
odmienny má imie PROMIENIA ŚCISRANIA, albo Pro- 
MIEN KOŁA PRZYSTAIĄCEGO (Radius ofculij Radius 
Curvedinis), Przenieśmy te uwagi do zrownanid (A) 
i do famey teoryi granic. Kiedysmy zmnieyfzali na 
fig. 30, tuk MN aż do oftatni¢go znifzczeniń i za. 
mienienia go na ftyczną, wfpół-ufzykowanć t, u, ta- 
kowemu zmnieyfzaniu odpowiadaiące powinny były 
przywiesdź zrównanie (ą) do zrównania na ftyczną 
ML, czyli wfzyftkie terminy powinny były zniknąć 
przed Ai+Bu; kiedy zaś tuk MN zmnieyfzać będzie- 
my nie aż do zamienienia go na linią proftą, ale na 
łuczek inney linii krzywćy, granice ubywaniś ftaig 
fig mniey odległe, bo fie u nich więcey punktów zo- 
ftaie z linii podaney; zoftanie fie bowiem cały ele- 
ment, czyli łuczek mały tćy linii; a przeto w tych 
granicach zoftać fie także powinno więcey terminów 
Z zrównania (4), i iezeli potęgi naywyżfze znikną, 
tuż naftępuiąci potęga po pierwfzey powinna oca- 
‘lec; tu bowiem linia krzywa zamieni fle w małym 
łuczku na inną linią, ale nie przeftanie bydź krzy- 
wa; przeto zrównanie (x) powinno fie także od- 
mienić na innć zrównanie, ale nie powinno przeftać 
wyrażać linii krzywey. S czego przekonać fie mu- 
fzemy, że zrównanie (a) odnofząc do tych bliżfzych 
granic ilości odmiennć; powinno nam zoftawić dwie 

nay- 
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naybliźfze fiebie potęgi tychże ilości, to ieft: 
At--Bu--CE+Dtu+Eużz=o, albo Ct2+Dfu-rEu?: ++ 
FB+GHu+Htu?+lu3=o, gdyby pićrwfza potęga nie 


„znaydowała fię w zrównaniu: it. d. 


Chcąc zaś tym fpofobem iednę linią krzywą Za- 
mieniać na łuki innćy linii krzywey n. p. koła; 
mufzćmy oś przenofić na linią fpólną obydwóm krzy- 
wym. Mieyfce to wfpoł-ufzykowanych nayprzyzwo* 
iciey fłuży promieniowi koła, s którem linią podaną 
zakładamy fobie równać; promień koła, wiemy że. 
ieft zawize pionowy na iego ftyczną: a ieżeli łuk 
koła zmięfza fie z łukiem linii krzywćy podanty, li- 
nid podaná będzie miała s kołem fpólną ftyczną, a 
przeto ma tén czas pionowa do ftyczney będzie ra- 
zem promieniem koła mięfzaiącego fig w małym łu- 
czku z linią podaną. Naypierwizą więc ieft rzeczą 
oznaczyć położenie linii MQ pionowey na ftyczną 
TL, do każdey linii krzywey.  Maiąc zaś na linią 
MQ ieden punkt zawize dany M, całe i¢y oznacze- 
mie zawifio od wynalezienia drugićgo punktu Q, w 
którym oś przecina, czyli od znalezienia odłegłości 
PQ, którą nazwano PoD-PIONOWĄ ( Subnormalis). Po- 
trzeba więc wartość na PQ wyciągnąć z zrównania 
(a), co ieft barzo łatwo za pomocą ftyczney ML, 
na którą zrównanie 4i4-Bu—=o0; tróykąty bowiem 
TMP, PMQ, MSL, będąc podobne prowadzą nas do 
naftępuiącey proporcyi: 
MS:SL::MP:PQ, aže MS:SI= = 5 MP=9; 
u 


więc —B:4==q:PQ ać ro= at 


Przykidd ma Parabole. Wynalesdz podpionową na 
linią krzywą opifaną zrównanićm y?==zax; kładąc 
q za Y, p 2a x, mamy q°=24Ẹ: kładąc powtóre 

- yszqru, X=ptth mamy zrównanie q2+2qu--u? == 
zap+zat, skąd qu-+af=4t+Bu==0, a przeto PQ=—0, 
to ieft pod-pionowa ief linią nieodmienną w Parabe- 

H tii 


Fig, 32 
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li i równą połowie linii równaniź, cośmy ing zna: 

leżli w $. XIV. 
s Maiąc w każdey linii krzywey PQ; mamy razem 

MQ=V (MP?+PQ?), ate TH=V (PT*+PM*) - - 

PT:TM=PM:MQ - - MQ= V TP?+-PM?), 


Przeniesmy wfpół-ufzykowane MS=t, SN=u, na 
linią pionową MQ, i nazwiymy MR==z, RN=w:- 
zrównanie 4i+Bu—o odkryło nam ftyczną kąta 


V (4*+B2)’ 
B 
Doftawa = ——__; od R. fpuściwfz ionow: 
VAEB PR Mery pionowa 
RO na nową oś, i RH równo-ległą MS, mamy MC= 
W ORA 05 BBB es Ka Aa 
V (4%+-B2) V (4?+B?) V (A?-+B?) 


RH= m; a przeto t=MO0+RH—= idea 
zes TV CAPER SY > V (4?+B?) 


—Aw—Bz i aly, 

u= aan? Sead otrzymamy za pomocą elimi- 

V (A?+B?) 

—At—Bu -_ A Bi—Aw . 

V (444B2)” VEBI 
wnanie (4) daie nám 
—4i—Bu==C*+-Dłu--Eu24-Fi3+-Gtżu+-Htu2+-lu3--it.d. 
widzemy że 2 ieft iłością daleko mnieyfzą od’ 
w; albowiem w iet wyrażonć przez f, u; z zaś 
przez potęgi wyżfże tychże odmiennych ilości: po- 
trzeba nám więc pamiętać o tych wartościach z, w, 

- odnofząc ich ubywania do oftatnich granic. 

Użyimy teraz wfzyftkich uwag wyłożonych na po» 
czątku tego $. s których naprzód wypada; że uwa- 
zaige linią krzywą podaną zamkniętą w zrównaniu 
(a), iako maiącą za granicę łuk inney linii krzywey, 
wizyltkie potęgi znikną w (a) przed pićrwfzą i dry- 
84, zoftawiwlzy —Ái 


LMS ==, iego więc wftawa = 


nacyi z= e zró- 


ee 


; 'RozpzraŁ III. 
—At—Bu== CP? +Din+-Eu? = r ¢ A) 
poznamy nafámprzód naturę tey linii, a dopićro ró- 
wnać ią będziemy s kołem, abysmy wfzyftkić linie 
krzywe przywiedli do łuków koła. Przeto odmie- 
nić nam potrzeba wfpół-ufzykowańć zrównania (A) 
me —Aw—Bz 
kładąc t= MASE RELA ZA EEO 

5 V (424-B*) V (A*+B*) 
zrównanie (A) zamiéni fie na . 
3 AB-+EB* 
S(t ena a E RE) a 
AEBS 
2 — — 
(4?7D—B?D 24BC+24BE) prt 
A24-B2 poż 
(CB>—4ABD+A*E) Ao 
A?+-B* 
widzielismy zaś; Że  ieft niezmićrnie małćm w po- 
równaniu w, więc w granicy, 2%, ZW, znikną przy: 
z, we; a zrównanie pozoftałe będzie wyrażać Para, 
bole 


(A? +B*)V (47+B*) i (L) 
* [0B2—4ABD+4E] $ 
Linid więc podaná zmięfzá fie w małym fuczku s 
Parabolą, którey miarą rownanid ieft wfpół-czynnik 2 
w zrównaniu (LE). Przeftaiąc na tym oftatnim wyna- 
lazku, moglibyśmy wfzyftkie lnie krzywe uważać 
jako złożone z łuków Parabolicznych. Ale lubo Pa- 
yabola ieft linią ndyprościeyfzą 2g0 porządku co do 


tw 


- zrównania, nie ieft iednak taką co do tyfunku. Zna- 


lazifzy związek między linią równania w Paraboli, i 
między promieniem kóła, dalekobyśmy fzczęśtiwićy: 
równać mogli łuki iakichkolwiel linii krzywych s 


- kołem, bobyśmy za iego pomocą przyfzli do odry« 


fowanid łatwo iakieykótwiek linii. Cała zaś ta fztu» 
ka zależy od poznania promienia koła odpowiadaią- 
cego, każdćmu łukowi linii podaney. Weźmy więc 
zrównanie na koło, którego promień ==a, to iet 


y- = 


Hy. y= 
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y'=2ax—x*, kładąc wnić naprzód p za x; q da y; 
otrzymamy q*==zap—p*; powtórć kładąc x=p+-t, 
y-=q+u;, wypadnie q*+2qu+u*=zap+-zat—p*— pf 
—tb; aże q*—20p+p*=0 - - zoftaie fig 

2qu-ru?— 2ai+2pt+-t%—=0. 
znofząc wfpół-czynniki tego zrównania z (A), zndy- 
dzićmy A4=2p—2a, B=2q, C=1, D=0, E=1, A+ 
B°=4(p?>—2pa-+0+97)=402, gdyż q?—2pa-+p*—=0; 
V (43+B*)=2a, (4?+B?)V (47+B*)=ga3; CB2— 
ABD+A*E=4(p?-+q?—2pa+n7)—=402, a zrównanie 
| (1) zamićni fię na - - w*=zaz, które nas uczy, że 
linia równania w Paraboli miefzaiącey fig z linią 
Promićń koła krzywą podaną przy M, ieft tey famey "wielkości, 
przyltaiacego którey śrzednica koła miefzaiącćgo fie z tąż linią 
do linii krzy krzywą, czyli EER 
wey. 7 
SA (4?+B?)3 a= (43B2)3 (R") 
°° (CB—ABD+ AE)’ -3(CB*—ABDLAE) 
zrównanić (R") wyraża promień <cifkania, czyli pro- 
mien koła maiącćgo taką krzywiznę, iaką ma linia 
podana w łuczku małym przy M, Szukaiąc ta- 
k.ego promienia na każdy łuk linii podaney, znay- 
dziemy w każdćm mieyfcu inną iego wartość, a przeto 
Jinią iakiegokolwiek porządku iako złożoną z łuków 
kół różnych. Promień tén odmićniać będzie fwoić 
położenie tak, iż raz przypaśdź może wewnątrz, a 
drugi ráz zewnątrz linii krzywćy, to ieft z drugićy 
ftrony punktu M n. p. MZ: w pierwfzym ają 
ku linia krzywó- będzie wklefłą do pionowey MQ; 
w drugim zaś będzie wypukłą; co nam właśnie wy” 
tyka zrównanie (R") przez znak pićrwiaftkowy;, 
który w fobie zamyka, i przez który pokazuie dwie 
wartości na promień scifkanid: lakże każdy s tako- 
wych przypadków rozróżnić? Trudność tę obiasnia 
Fig 32, Netdo nam famo porównanie fig. 32. z fig. 30: kiedy bo- 

f wiem pionowá MQ padá zewnatrz: linij krzywey 

NM, :zawfze SL<SN, kiedy zaś SI>SN iak na fig. 
Fig, 30, 30. liniń krzywa NM ieft wklęfią do pionowcy MQ; 
w pićr- 


= 


„fig. 30. EMET —s; 
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w pićrwfzym razie LN ieft odiemne; w drugim zaś - 
dodatne, a przeto całą ta trudność ufatwi.fie wyna- 
lázłfźy zrównanie warunkowe, na LN dodatne lub 
odiemne. Nazwiymy LN=s, ponieważ SN=u, a s 


—At 
poprzedzaiących przypufzczeń SI= TG będzie na 


AE Fig. 30, 


włożywfzy te wartosé za u 
w zrównanić (A), otrzymamy - - - - 
~B3s-4-B2Ci2—ABDi?—B? Dis+A7Et*-+2 A BEts+ B°Es*=o. 

s ieft ilością | niezmiernie małą, która niknie przy  Rozeznanić 
zbliżaniu fie linii krzywey do fuku koła, przeto opu- potoztnia li- 
ściwfzy terminy zawieraiace s*, ts, zoftanie fię nii krzywéy 
(A?E—ABD-+B?C)# pre ldeny ty 

AE a COST (P") cznćy» 


B3 


= 


co będzie od- 


; _ A2E—ABD+B?C- 
ilékolwiek więc wees 3 = 


iemny, odnoga linii krzywey będzie wypukłą do 
pionowey iak na fig. 32. No, zdo, będzie zas odnogą Fig.z2. No 240, 
wklęfłą do pionowey MQ, ilekolwiek wyraz wipo- 
mniony będzie dodatny iak na fig. 30, czego łatwo Fig. 30. 
nám zawfze doświadczyć na jakąkolwiek linią krzy- i 
wą, maiąc wipół-czynniki A, B, C, D, E, znanć z 
zrównania (A). 

Zrównanić (R") może nám dadź na promień ście 
fkanid albo wártość fkończoną, albo zćro, albo nie- 
fkończenie wielką: każdemu s tych przypadków od- 
powiadaią pewnć odmiany w krzywiznie linii. Ie- 
Żeli promień ścifkania ieft zawfze ilością fkończoną, 
odnoga linii krzywey ciągnie fię bez żádnéy przer- 
wy i zwrotu: ale ieżeli promień ścifkania wypadnie 
niefkonczony, ponieważ łuk koła na takowy przy- 
padek zamienia fig na linią proftą, linia krzywa bę- 
dzie miała odnoge złożoną z łuczku tak niezmiernie 
matey krzywizny, iż ten ledwo do linii proftey mię 
przyftanie. Wyfzczególniymy doktadni¢y tén przy- 

"Ho pźdek, 
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'padek, który ilekolwiek razy ma mićyfcć, zawdze 
CB*—ABD+4?E=o: warunek ten zmaže bez wątpie. 
nia niektóre terminy w zrównaniu (A); tak dalece, 
że pozoftała ich refzta nie nauczy nas o gatunku lis 
nii krzywey w tem mićyfcu przyftającey do linii po- 
danćy: potrzeba więc przybrać więcćy terminów z 
zrównania (4), iako to E--Gtu--Htu2+-1u34- i ted, 
—4z+Bw ja —Aw—Bz 
——-.. km ŻYCZE AI 
VAEB) (AaB)? 
odmienićmy zrównanie na inne wzoru 

ZV (43+B*)=aw?+bw3+ewadw5=—it.d. - - (Q' 
gdzie wyżlać potęgi z fą odrzucone jako niknące, 
5 tego zrównania ZV (.434-B2)=gqy2 wyraża nam 


iw nié kładąc t= 


‘mature łuku mięfzaiącego fie z linią podaną, promień 


Podział linii 
krzywych na 
odnogi ró. 
anych porząd 
ków: i cechy 
każdćy zofo- 


‘Dna, . 


Pig, 33, 


V (424B2) 


“was scifkanig do tego łuku ieft == — , polo- 


2a 
2ywlzy ao, ten promień ftanie fię niefkończony, 
czyli łuk mały zmięfza fię z linią proftą: w takowym 
razie chcąc poznać daHzy ciag linii krzywćy brać 
nam potrzeba z (Q") naftępulący termin bw3 skąd 
ZV (43+B*)=bu3, wyrdża krzywiznę łuku naltepu- 
iącego. -Aże z, w, będąc w potęgach nieparzyftych, 
na z dodatne wypada 2% dodatne; tu zaś odiemne,  kie- 
dy zielt odiemnóm; idzie za tem, że liniź krzywa 
mufi mićć taki ryfunek iaki nam pokazuie fig. 33. 
gdzie +MR odpowiada +RS; a na —MR, —R’S'; 
przy punkcie więc M odwraca fwoię odnogę i bierze 
poftać wezykowata: kfztałt takowy przy „M nazy- 
wa fie PRzEGręciem (Inflexio) albo punktem ZwRoó- 
TU PRZECIWNEGO (Punttum~flexus contrarii), gdzie 
krzywizna ieft niefkończenie mala, i prawie przylta- 
dąca do linii proftdy. 
« Teżeli b byłoby =o, na ten czas wziąć należy na- 
ftępuiący termin z (Q"), zV (434+B2)=cu4, w tem 
zrównaniu ponieważ w tak dodatne jak odiemne 
czyni zawfze z dodatnem, linia krzywa w tym przy- 
padku nie ma punktu zwrotu przeciwnego: ieżeli 

6=0; 


Rozpziaz MT. izy 
io; wypada zrównanie zy (47 +B*)=du", i linia 
krzywa má przegięcie, czyli punkt zwrotu przeci 
wnego: zgoła ile razy 2 będzie dane przez funktyą 
w ftopnia niepźrzyftego, -gawize linia krzywa ma 
punkt zwrotu przeciwnego, nie ma zaś nigdy takie- 
go punktu, kiedy 2 będzie funkcyą w ftopnia parzy” 
ftćgo. Wfzyftkie takowć odnogi uważanć iakoby fię 
fkładały z tuczkow kół różnych, a danć przez zró: 
wnanie zamykaiące 2 w pierwizym ftopniu nazy- 
wać będziemy ODNOGAMI PIERWSZEGO PORZĄDKU 
(Rami primi ordinis), na którć zrównanie wzoru 
z=gu". 

Mode fie atoli przytrafić że w zrównaniu (a) dzo 
B—0, i terminy Ci?-+Diut+Eu? rozbieraiąc fig na dwa 
mnożniki nierówne. pokażą punkt dwoifty, w któ- 
rym fię dwie odnogi przecinaią; na ten czas fzukać 
nam potrzeba promienia ścifkania na każdą z ofo- 
bna odnogę: to ieft przypuściwizy że dwa mnożniki 
Cie Diu-+-Euż==0, fą 0't--b'u=o, 0 Hd'u==o, położy- 


ss —a'z+b'w —a'w—b'z 
wizy na pierwfzy = ————, U=——— 3 
, y (a'?+b'2) y (a'24b'2) 
EAs, BAC —cz+d' 
ma drugi zas mnożnik t= p ee EPA 
V-(c'2+-d') 


—cw—d'z 
an ee ać 

V (+d?) 
na każdy 2 ofobna - - 2u==@ 103+ 8 wid wte w® 
«+ it. da gdyby punkt był troifty na zrównanie 
wzoru ZW=g w4+ 8 WS dw it.d. każdć z nich 
będzie wzoru 

zg WB W3+ dwt it. d. 

ieżeli # nie ieft —o, promień fzukany będzie 


w zrównanie (A), przerobićmy ić 


1 
EE a gdyby było *%=0, ina ten czas zrównanie 
ey 
na linią krzywą mięfzaiącą fię s podaną, będzie 
2= 9 w3 itd. wfzyftkić té odnogi będą «go po 
| wządku 
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rządku, i linid krzywa będzie miata punkt zwrotu 
przeciwnego, ieżeli wykładnik w będzie niepźrzyfty, 
ale ieżeli ten wykładnik bedzie pźrzylty, żadnego 
takiego punktu nie będzie. : 
Inne zaś będą wypźdki kiedy będąc 4==0, B=o, 

Ci?+Dtu+-Eu?=(a't+b'u)*, to ielt że bedzie zamyka- 
ła funkeyd ta, dwa mnożniki równć, i dwie odnogi 
linii krzywey będą fie dotykać; włożywizy więc t= 
—a'z+b'w awbz | ae 
Tranny? Y= w zrównanie (4), za- 
V (a'24h'2) V (a'24-b'2) x 
mieniemy ić na inné wzoru 

B= Bw3+ J wtręw5* i td, - - (S") 
gdzie inne terminy zamykaiące z fą opufzczone jako 
niknącć. $ tych: zaś linią krzywą mięfzaiącą fie w 
małym łuczku z linią podana wyrśżać bedzie zró- 
wnanié g%= 8 w3, albo 2*= | uż, kiedy B =o; albo 
z*=sw5 kiedy 2 —o, do, i ted. Wfzyftkie té zró. 
wnania wyrdżaią Odnogi 2go porządku, na które 
zrównanie ogólne iet rr=4'w", gdzie n>2. leželi 
takowa odńoga będzie daná przez zrównanić z= 


w3, gdzie n==3, z=wy (Buj=wzy (Ê), a przeto 
: w 


Vw abla UND ETa oa Oe w... 
w= Z5 z, promień zaś scifkanid =4V —, który bę- 


dzie zero, ieżeli 1v—=0, to icf krzywizna linii w tym 
punkcie ieft niefkończenie wielka: aże w tę fame má 
wartość, kiedy z ieft dodatném lub odiemnem, prze- 
to linia krzywa nie ma punktu zwrotu przeciwnć- 
go, ale Konczysros¢ (Cufpis) przy M (fig.34.) gdzie 
koło zamieniło fię w punkt, i odnogi linii krzywey 
MS, MS' ftaty fie obydwie wypukłe do ftyczney ML, 
w obydwóch tych odnogach na z dodatne lub odiemne 
odpowiada w==RS dodatne, albo —=R'S' także doda- 
tne. Teżeli za n brać będziemy liczby niepźrzyfte. w 
zrównaniu r3==4'w", wlzyftkie odnogi 2go porząd- 
ku 
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ku będą miały kończyftości przy M s tą różnicą, że 
iako na n==z wypźdł nam promićń ścifkanić niefkoń- 
czenie mały, tak na n=53, n—=f7, N==9, L t. diwy- 


padnie tenże promień niefkończenie wielki, ponię- 


wad zrównanić n.p: 22= giu5, daie z=w*V wę, pro- -~ 


mień ścifkania = , gdzie uczyniwfzy wo, 


2V We : 
x . 4 e x 
promień ten będzie =5: 


z 


Należy nám tu iednak oftrzec, Że w zrównaniu (S’') 
«wzięliśmy tylko fame funkcye w, opusciwfzy inne 
terminy zamykające z, ieżeli atoli wrócemy fię- do 
ftanu żrównania (S”) kiedy w niem przyndymnićy 
pićrwfzć potęgi z ocałaią; będzie: , 

= g ZW?+ Bw3t y ZWS dwt KOLE 
gdzie lubo dla wyliczonych iuż przyczyn «ZW? mo- 
żemy opuścić dla Bw3, tak iako yżw3 dla Jwt, ie- 
dnak @B=0, gz niezniknie przed d0, i ZróWwnas 
nić fie pozoftanie 2%= g zw>+ d wt, które rozwią- 
zawfzy co do 2, ieżeli w niem gw C—4d|» punkt M, 
będzie punktem fprzężonym, ieżeli zaś a0>—44], 
odnoga 2go porządku będzie fie fiładać z dwóch od- 
nóg porządku pierwfzego, i linia krzywa będzie mia- 
ła dwie odnogi dotykaiące fię zewnątrz iak na fig. 
35, albo dwie dotykaiące fię wewnątrz iak na fig.36. 

Gdyby punkt do którego fzukamy koła przyftaią- 
cego, był troiftym, odnogi iemu odpowiadaiące mogą 
bydź trzy 1go porządku, albo iedna zgo, a druga 
zgo, albo nakoniec i¢dna 3g0 porządku, na którą 
wypadłoby zrównanie albo 23= gw, albo zi=gu5, 
albo z3=ęw?, albo ogólnie zż=4'w”, gdzie n>3, 
i toż n ieft cale nierozdzielnć przez 3; te odnogi -bę- 
dą miały punkt zwrotu przeciwnego, ieżeli n będzie 
liczbą nieparzyftą; ieżeli zaś n będzie liczbą parzyftą, 
taki punkt nie będzie fig znaydowat w linii krzy- 


7 3 Sy . ew? 
wey. Aże w zrównaniu %3=gW5= 


w a 


Fig. 375 362 
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3% iż IF AIRA oe 13 W 
z=wsy |, skąd wypada promień scifkani4 EVE 
Ww © 

to ieft =o, kiedy w=—o; biorąc zaś wyżfzć potęgi od 


3 > . 
stey n.p. 23=yw? - . Z=WV gu, skąd promień 


AE przeto w odnogach 3go 


2V gu, 
porządku kiedy n<6, promień koła przyftaiącego 
ieft niefkoficzenie mały; iet zas niefkończenie wielki 
kiedy n>6,  Znaydzićmy podobnie w odnogach 4g0 
porządku Że w nich promietr ieft niefrończenie wiel- 
Ki, kiedy nf; left zas. niefkończenie mały, kiedy 
u<$. wyraziwfzy takie odnogi ztównanićm 24=> 
A'w", gdzie-n>4. a ieżeli n ieft liczbą nieparzyftą, 
włzyftkić te odnogi daią kończyftość, tak iak odno- 
gi 2g0 porządku. Wiec ogólnie mówiac: odnogi po- 
rządku m wyraziwfzy zrównaniem x=4'wt, gdzie 


ścifkania wypada = 


n>m, ieżeli m będzie parzyftć, m zaś niepi :zyfte 
dadzą konczyftość, czyli PUNKT ODBICIA (Punt re- 
flexionis), któremu będzie -odpowiadat promień. ści. 
fkania’ niefkończenie mały, ieżeli m<2m, albo nie- 
ikończenie wielki kiedy n>zm. A ieżeli w zrówna: 
niu ogólnem z%=4'We, m, m, będą obydwa niepź. 
rzyfte, na ten czas odnogi porzadku m, będą miały 
punkt zwrotu przeciwnego, któremu tak iak koń- 
czyftości powinien odpowiadać promień ścifkania 0, 
albog: . Mamy wiec trzy odmiany: w. odnogach linii 
Krzywy, te bowiem odnogi iakiegokolwiek bądź 
porządku albo będą nieprzerwanie ciągłe kiedy pro- 
mien koła przyftałącego. będzie midł wartość foi 
czoną, albo maiąc wartość niefkończenie wielką lub 
małą, kiedy zrównanie na- łuki mięfzaiące fie 2%— 
d'w” ich takie iż będąc n>m, m ieft liczbą ‘niepd- 
rzyftą, n zaś parzyftą. Albo te odnogi będą. zamy- 
kać punkt odbicia czyli kończyftość, albo nakoniec 
punkt zwrotu przeciwnego czyli RAR podług 
chara: 
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charakterów dopieró od nás wyliczonych, dwa atoli 
te oftatnie przypadki to maią iftotnégo, że w oby- 
dwóch promień kota przyftaiacego, czyli scifkania 
musi bydź niefkończenie wielki albo niefkonczenie 
mały. 

Przyktad. Niech będzie zrównanie na linią 3g0 po- 
rządku x3+xy— ay" =0, = - (L) wynaleśdź liczbę 
odnog niefkończonych przez ledwo-nieftyczną tey Li 
nii krzywćy? powtóre: czy ma punkt dwoiftyś w 
tym punkcie czy má przegiętość czy kończyftośćł 


Co do piećrwfzego - - x(x*ry*)—ay =0: ponieważ: 


termin ndywyżfzego wymidru zamyka tylko iednego 
mnożnika rzetelnego x, a dwóch uroionych - - 

(x+yV —1)(x—yV —1), przeto podług §. 18. a=o, 
b= >i, y=—t, x włożywfzy te wartosci w 
zrównanić (L), zamieniam ič na u3-tut?—at—=0; 
uezyniwfzy t= =, otrzymuie u=a, a przeto (u—a)tż 
=ra3=o, zrównanie na dedwo-nieftyczną hyperboli- 


È AN N REZ 7 ; i 
czną, czyli u— ani linia więc krzywa opifana 


zrównanićm (L) należy do 2g0 rodzaiu linii 3go pa- 
: F Uy 
rządku maiących ledwo-nieftyczną wzoru ERE, i taż 


linia krzywa ma dwie odnogi niefkończonć między 
fobą równe, poniewaz na t dodatne lub odiemne, 
odpowiada ta fama wartość u. 

Chcąc teraz wiedzieć czy, ta linia krzywa ma prze- 
gięcie lub punkt zwrotu przeciwnego, czynię na- 
przód x=p, y=, zrównanie podane zamjenia fię 
fie na - - p3=aq?—pq* - - (L'), powtórć kładę w 
(L) x=p+t, y=q+u, a odrzuciwfzy terminy zam- 
kniętć w zrównaniu (L') wypźdą mi 


Cifsois i iey 
widf{nos ci, 


(3p2-+q7)t—(249—29p) ut 3 ph +2 qtu—aur+t34+-tu?+-pui—o (L"). 


znofzę to zrównanić Z (A) $: 23; i otrzymuie war- 

tość wipół-czynników - + A==3p>+-q7*; B==2qp—żaq; 

C= 2p; D=2q; E=—a, F=1, G=o, H=1, I=p, 

kładę té wártości za 4, B, C, å t.d. w zrównanie 
< I 


(R"); 


PR) ANEL A 


s NS 
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AR"), i otrzymuję promień Scifkanif, „0 a) 04. 0, 
5(Pa--02-92-14q2 3 
T(patp*+9?-+42)3 


Op(2pq~-20q)*—4n( 3p74-92)( 2pq—209)— za( 3p7+q2)8 


Fig. 95. 


Krótki zbiół 
nauki całego 
żozdziału. 


czynię mianownika tego ułomku zero, to ieft po, 
9q==0, przez co zrównanie (L") zamieni figna ia 
—B—tu-raus=0 (N), termin drugiego wymia» 
ru au? tego zrówianią má dwóch mnożników ró» 
wanych, to iet (uya)? skąd otrzymujemy t=w, 
u= —z, włożywizy te wattosci za t, u, w (N), za- 
mićniamy ié na —wi=watkazi=g =. (N'). gdzie 
podług wyłożonych przyczyn —wzż zniknie, zoftawi« ' 
wizy wi=az?, czyli . . w*=zy wa, promień koła 
przyftaiącego = iV aw: więc linia krzywa opifaná 
zrównanićm (L), md kończyftość w punkcie dwoje 
ftym, gdzie koło przyftaiącć zamićniń fie na punkt, 

o. promień iego ieft niefkończenie mały. 5, tych 
włafności tatwo nam jeft widzieć, że ta linid krzywa 
ma ryfunek taki, iaki -nám pokązule fig, 37, gdzie 
od punktu odbicia M rofchodzą fię dwie odnogi nie- 
fkończone MS, MR, do których NO ieft ledwo-niefty«' 
cana proftą; co fie właśnie pokazuie s famego zró- 

3 

Waanid (L), gdzie p= L, gay [E]; 
a—x 1—x 


ML=a; M będąc początkiem odcinków, ieżeli ax, 
Y=O9} ieżeli x=0, yo; nd x odiemne wfzyftkie 
wartości y ftaią fie uroionć, i linid krzywa za punkt 

nie przechodzi: linia td zwddand jiefzcze od dá» 
wnych Geometrów, nazwana ieft Cifsois. 

„Linie krżywe iakożkolwiek naturą między fobą 
różne potrafiliśmy między fobą równać i ftófować 
za pomocą granic ilości Waraftaigeych i ubywaiących, 
Związki różne ilości odmiennych w zrównaniu, wy» 
tażaląc zbiór cale innych 'włafności, oddzielały każdą 
linią krzywą od innych: tak dalece, że przeltawfzy 
na famem troftrzafaniu pierwiaftków zrownania, pos 
znanie linii krzywych wyżlzych porządków nad dru- 
gi, zoftałoby było zakryte przed rozumem "Rokk 

aż do 
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aż do więkfzey dofkonałości Algebry; powtóre wfzy- 
ftkić różnice linii krzywych tego famćgo porządku, 
nie ftófowanć do’ ogólnićyfzego początku, włożyłyby 
były prawo na rozum nafz i pamięć, zatrzyma» 
nia  fzczególnych charakterów i włdfności ka- 
Zdéy linii, aby ią rozeznać od innych: zrównaniń 
nakoniec iedney linii krzywéy brać mogące różne 
poftaci bez odmienienia iey natury, wyciagataby za- 
wize po nás tyle faczegolnégo roftrzafania do wydo- 
bycia włafności w nich zawartych. Kiedy tearya gra: 
nic fkazuiąc. nám nźyogólnieyfze linii cechy, wwalnia, 
nas od tych fzczególnych i zawikłanych doftrzeżeń, i 
poddaie fpólnć włafności i podobieńftwa iednych do 
drugich ffużącće za grunt do podziału nowego fimii w 
każdym porządku na fwe rodzaje, Granice ilości 
odmiennych odciąwfzy wfzyftkić fzczególności ka- 
żdey linii krzywey, odkryły nam przez dwoiakiego 
rodzaiu ftycznć to, co moze bydź fpólnego iednćy 
finii z drugą, i to co ie iftotnie od fiebie oddzie: 
ła: a zamieniając iednć związki na drugie pro: 
ścieyfze,, w kombinacyach tych zamian teorya ta 
wytknęła nám nźyodlegleyfze cechy zró-wnań. Ka- 
żdć bowiem zrównanie zamienić fig może na in- 
nych barzo wiele przez nifzczenie niektórych w fo: 
bie terminów; w tych atoli zamianach zofianie cos 
fpólnego lub iftotnie różniącego to zrównanie od iny 
nych w tym fpofobie uwazanych, co nam odkry- 
wá. piętno oddzidłu, lub podobieńftwa tego zró» 
wnania do drugich, a przez to ilinii krzywych w 
nich zawartych. Korzyść iefzcze naycelnicyfza któ- 
rá nam stakich wypadła uwag, ieft porównanie linii 
krzywych z innćmi prościeyfzemi. Oderwiymy na 
moment umyf od Geometryi, i wynieśmy do pow!ze - 
chnicyfzych obrazów- ten poczatek granic, a ZnAyr 
dzićmy w nim cale nowe fpofobu Analitycznego 
prawitito, A 4 

- Uwazaiac dwie rzeczy wfzyftkiemi włafnościami 
ód fiebie różne, a nie mogąc dla iakichkolwiek przy- 

lz ; czyn 
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4 he SAM doftrzec związku między niemi, gubię w umy; 
Awe śle wfzyftkie te różnicę: a przez to zamieniam rzecz 
tek Analiry. Na ing cale różnćy natury, i cale do fiebie niepodo» 
czny, który bną; to famo działanie Wykonywam i w drugićy rzęs 
iet wypid= czy; a tak obie przetworzywizy na nowe iftoty, róż 
kiem uwágte am te że tak rzekę nowe ftworzenia umyfin sfo- 
Tainiey{zégo a ea. 3 i Sik et Vien ; 
rozdzidłu 2, umiefzczaiąc w iedney klafsie te, w których coś 
fpólnego upatrzyłem, a oddzielając od fiebie te w 
których mi fie pokdzała różnica. Nowe te iftoty fg 
granicami rzeczy przetworzonych, do których oné fie 
zbliżaią tracąc s fwoich wiafnosci, ale których dofiąc, 
nie mogą chyba Odmieniwfzy całkiem fwoię nature, 
Wracam fie potem do pierwfzych obrazów, i ieżelim 
nic fpólnego nie widział w tem czem fą, nauczyłem 
fie tey fpólności w tém, na co fie mogą zamienić. | 
ten to fpofób myślenia ieft jak widzemy ndydelika: 
tnieyfzą ucieczką porównywania, który iak fzezęśli. 
wie Geometryi połłużył, nawet w poznawaniu przy: 
padkow natury, świadkićm ieft całą Fizyka matema- 
tyczna, Widzemy iuż, że pierwfzy początek anality- 
tzny w całem świetle od nas w Algebrze wyftawio- 
ny, zależy na upątrywaniu związku między rzeczą. 
ini przez porównywanie tego, co ieft rzeczom przy 
{wey naturze zoltawionym fpólnego; drugi zaś na 
doftrzeganiu i porównywaniu tego, co im zoftanie 
fpólnego odmieniwfzy ich naturę. Tamten ieft fpo- 
Tobćm Matematyki początkowćy, tén zaś Matematyki 
wyżfzey. Cały ciąg prawd teraźnieyfzego rozdziału 
dał nam uczuć, iak- ieft wielką rozległość tego. ofta» 
tniego fpofobu, Którego dokładnicyfze wyłożenie i 
rozebranie fkłąda część barzo obfzerną Matematyki 
wyżfzćy nazwaną RACHUNKIEM DYFFERENCYALNYM I 
INTEGRALNYM, Włalności ftycznych iako były dla nás 
pićrwizem źrzodłem s którego ten fpofób wypłynął, 
tak dały początek dopićro wzwiankowanemu ra. 
chunkowi. 
Wfzyftkić włófności linii krzywych zawiié od fty- 
€znych i doftępne Algebrze zamknęliśmy w. tym ro. 
zdziale: 


Rozp2rak IV. © i 138 


zdziale: zoftale nim iefzcze roftrząfnąć wfzyftkić 
przecięcia zachodzące w liniach krzywych iakićgo- 
kolwiek porządku, co będzie przedmiotem Rozdzia- 
łu naftępuiącego. à 


ROZDZIAŁ CZWARTY. | 


Rofirzafaig się wfzyfikie PRZECIĘCIA linii 
krzywych od proftych lub innych krzywych: 
które prowadzą nas do innćgo iefzcze fpo- 
fobu wyrazania linii iakićgokolwiek porząd- 
ku, i do poznania SKŁADNI Zrównáń. 


$. XXIV. 


Io krzywa przeciętą bydź moze od proftey tak, 
iż płafzczyzna między obwodem linii krzywey 
położona rozdzieli fig na części równć i podobne, i 
takowe przecięcie fiuży śr. icom: albo też linia 
profta prowadzona zewnątrz lub wewnątrz linii 
krzywey_ przecina ią tak, iż s tego przecięcia nic 
więcey nie wynika, prócz Ze linia profta ma ieden 
lub kilka punktów fpólnych z linią krzywą: i tako- 
we przecięcie fłużyło nam do wyrażania linii krzy- 
wych przez zwiazek linii przecinaiącey z inną linią 
profta, któreśmy wfpół-ufzykowanćmi nazwali. Uwa- 
Zalismy iuż w liniach 2go porządku oba tć gatunki 
przecięcia, którć nam teraz roftrząfać należy we 
wizyftkich porządkach wyżfzych fpofobćm cale ró- 
Żnym. Tam bowiem zrównanie zgo ftopnia prowa- 
dziło nás przez uwagę iego włifności do włafności 
cięciw lub śrzednic; tu zas od włafności nadanych 
śrzednicom lub iakimkolwiek liniom proftym przeci- 
naiącym, przyiśdź nam potrzeba do zrownan ogólnych 
takowe włalności wyrażaiących; a w tych dopićro do- 
ftrzegać któremu porządkowi linii té włafności fuża. 
Spoldb takowy dociekania wypada s fpofobu uwa- 
43 Zania 


włafność śrze 
‘dnic rością- 
gnionś do linii 
krzywych ia= 
kiegokolwick 
porządku. 
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Żania linii krzywych; chećmy bowiem poznać ich 
włóafności, nie rozwięzuiąc ich zrównśń, Zaczniy- 
my od śrzednic: ponieważ śrzednica dzielić powin- 
na linią krzywą na części równe i podobne, liczba 
takowych części zawilłą od liczby Srzednic, i tak na 
Fige sg fig. 38. ieżeli liniá krzywa iednę md tylko śrzednicę 
„ połowa iey położona nad 4B, bydź powinna 
równa i podobną drugićy połowie leżącey pod AB: 
maiąc zaś dwie śrzednice AB, CD przecinaiącć fig 
pionowo w punkcie $+ linia krzywa rościęta ieft na 
4 części P, Q, R, Ss s których moga bydź albo wizy- 
fikić między fobą podobné i równe, albo dwie któ- 
rekolwiek, Zebyśmy każdą parę takowych części 
rozeznać mogli, nazywać będziemy części leżące z 
dwóch ftron Ś'C, albo S'D, czyli P, Rj lub $, Q; czę- 
ściami przyległemi, w których różnica zachodzi Wy- 
razong przez znak dodatny lub odiemny odcinków 
x5 części leżące z dwóch ftron linii $'B, czyli P, Q, 
nazywać będziemy częściami przeciw-legiemi, których 
cechą fą znaki dodat ś i odiemne przyftáw Y, biorąc 
zawize S' za poczta cink ów. części nakoniec le- 
Żącć między kątami wierzchołkowemi, iako to CS'A, 
BS'D, czyli R, Q; lub dwie inne P, $ nazywać hę- 
dzićmy częściami na przemian przeciu-ległemi, w 
których znąki obydwóch wipół-ulzykowanych zacho- 
dzą przeciwne, 
Kiedy linia krzywd má części przyległe, albo czę- 
Cechy na ro- „9. ZDAC KARE ZY 7 at 
zeznanie śrzod SC! Przeciw-ległć między fobą równe, chcąc każdą s 
ka w linii krzy takowych cześci rozdzielić na części: znowu równe 
wey: wyrażo- tak, aby każda s takowych manieyfzych części była 
ne przez zró. równą drugiey w ftronie odpawiadaiacey rowney, tako: 
waang, We podziały albo niemoga bydź czynione w dwóch 
razem ftronach przez iedne linią proftą, n.p, w ftro- 
nach przeciw-ległych P, Q; albo nawet mogąc tako- 
we różne przedzińły czynić, iąkby fie zdawało nay- 
podobniey w ftronach przyległych P, R; 9, S, linia 
proftá dzieląca takowe ftrony nie bedzie koniecznie 
w famym śrzodku przeciętą od drugi¢y 4B; bo ieze- 
' — li np. 


— 
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fi ń.p. ftrona P ieft réwnd fironie R, i znowu ftró- 
na Q równa ftronie 5, nie idzie zatem koniecznie, 


żeby ftrony P+R były równe ftronóm O+S; ale tylko . 


wypada s tego Koniecznie, że ftrony P+Q= ftronom 
R+S, i że linia CD ieft prawdziwą śrzednicą linii 
krzywey: oddzieliwfzy przeto ftrony równe R, P, od 
innych równych. Q, $, przez linią 4B; ta linia nie 
przetnie koniecznie śrzednicy CD w fwóim śrżodku: 
Podobnie rozumuiąc na ftrony przeciw-ległe P, Q; 
R, S; znaydziem że kiedy P=Q, i znowu R=S; nie 
idzie zatćm że P+Q—=R+-S; ale tylko s tego wypź* 
dá, że P+R=Q+-5, a przeto że w tym razie 4B ieft 
śrzednicą linii krzywey; ale linia CD nie koniecznie 
przetnie 4B w famym śrzódku. Kiedy zaś liniń 
krzywa má części na przemidn przeciw-ległe między 


fob równe, to ieft P=S; R=Q; wypadź stąd konie- 


cznie że nie tylko P+R=O+S; ale iefzcze że P+Q 
—R4+-$, więc część linii krzywey leżąca nad linią 
AB, ieft równa i podobná części leżącey pod AB; i 
znowu część leżąca z iedney ftrony CD ieft równa i 
podobna części położoney z drugićy ftrony . CD; a 
stąd wypada Że linia AB dzieląc na dwie połowy li- 
nią krzywa, i CD dzieląc ią także na dwie połowy, 
AB, CD przecinaią fie w famym śrzodku S’; linia 
przeto krzywa maiąc ftrony na przemian - przeciw- 
ległć równe, má razem śrzodek $' w którym fig ićy 
śrzędnice przecinają i dzielą na dwie części równe: 
linie zaś krzywe maiącć tylko ftrony przyległe, lub 
firony przeciw-ległe. fobie równe, maią tylko śrzes 
dnice CD w pićrwfzym; śrzednicę zaś 4B w drugim 
przypadku. Zebyśmy więc mogli zzrównania roze: 
znać kiedy linia krzywa ma śrzodek, a kiedy má 
śrzednicę, potrzeba nam wyrazić znamiona tąko= 
wych włafności przez ogólne zrównania, a z nich 
dopićro będziemy w ftanie fądzić o iefteftwie srzod- 
ka lub śrzednicy linii krzywey: 

Zeby w linii krzywey ftrona P, była równa i po* 
dobná ftronie Q; potrzeba żeby przyftawy na ftronie 

14 P, były 
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P, były towne przyftawom leżącym na ftronie Q, tb 
deft wziąwfzy S' za początek odcinków, potrzeba 
aby w zrównaniu na linią krzywą nic fie nie od- 
mieniło, kładąc w niem —y na mieyfoe ry; więc 
potrzeba żeby w tem zrównaniu linia krzywa była 
wyrażona przez x, i przez fame potegi parzyfte Y, 
czyli aby to zrównanie powftało s funkcyi x, y3; 
zrównanić więc Z=o0, na linią krzywą maiącą: ftro- 
ty. przeciw-ległć równe i podobne, a przeto śrze- 
dńicę 4B, powinno bydź wzoru, 
9=0+0x-cy+dxy+-ex24-fy44+gy84- i td. 
takiemi {4 wfzyftkie linie 2g0 porządku, i s trzecie. 
go Cifsois uważana od nás pod $. 23. 

Zeby liniń krzywa miała ftronę P= ftronie R, 
potrzeba aby w ićy zrównaniu nic fię nie odmieniło 
przenofząc wfpół-ufzykowane s ftrony P na R; czyli 
kładąc —x na mieyfce txj a przeto potrzeba aby w 
zrównaniu Z=0o, Z było funkcyą y i famych potęg 
parzyftych x, czyli żeby było funkcyą y, xx. Za. 
czem linia krzywą będzie miała ftrony przyległe ró- 
wne i podobne, a przez to śrzednicę CD, ieżeli bę- 
dzie wyrażona przez zrównanie wzoru: 

0=0+Dy+OC-Hyx2+-ex4+fy02gx5+ i t d, 

Strony na, przemian przeciw-ległe będąc równe i 
podobnć iako to R=Q, P=$, wyciągaią, aby zró- 
wnanie. zoftało w niczem nieodmienne przeno(ząc 
wfpółrulzykowane s ftrony R na ftronę Q; aże w 
ftronie R znaki wipółufzykowanych fą +y, —% w 
fironie zaś Q, —y, +x; więc w zrównaniu Z=o nie 
powinno fie nic odmienić, kładąc my za +y; +x zą 
=X, a przeto Z powinno bydź funkcyą famych po- 
teg parzyftych x, y; czyli Z powinno bydź funkcyą 
x*, y*, a przeto zrównanić wzoru: 

o==a+bx eyt tdxty text fytgxtytt itd. (4). 
gdyby iefzcze Z było funkcyą famych potęg niepa- 
rzyftych x, y; odmieniwfzy do teraźnieyfzego przy: 
pádku+x na —x, +y, na —y całć zrównanić byleby 
nie zamykało żadnego terminu ftatecznego, z Z=0 

i zamieni 
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żamieni fie na —Z—=o, coiak wiemy wfzyftko iedno 
znaczy; więc iefzcze kiedy Z będzie zamykało fame 
potęgi lub mnogości nieparzyfte, x, y, bez żadnego 
terminu ftatecznego, to ieft kiedy będzie zrównanie 


wzoru- : 


0=ax+-by+cz3+d>zyrocy?+fystg2e5+hy+ itd. (4). 


linia krzywa takowem zrównanićm opifand má 
ftrony na przemidn przeciw-legté réwné i podobne, 


a przeto śrzodek S'. Pierwfzé zrównanie (4) na te- . 


rażnieyfzą włalność, zamykaigc potęgi parzyfte y, 
pokazuie iefzcze ftrony przeciw-ległć równe i śrze- 
dnice- AB w linii krzywey: to famo zamykaiąc wfzy- 
ftkić potęgi parzyftće x, wyraża ftrony przyległć P, 
R, równe, i śrzednicę CD; więc zrównanić .4,wyró- 
24 wizyftkié cztery ftrony równe i podobne w linii 
krzywey, ná które ią rozdzićlaią dwie srzednice AB, 
CD, do fiebie pionowe. Skąd fie oczywiście wnofi, 
Że fame tylko linie krzywe porządków parzyftych 
moga mieć cztćry odnogi równe i podobne, i dwie 
śrzednice pionowe przecinaiącć fie w śrzodku S'. 
Zrównanić (A!) wyrśża także śrzodek w liniach 
krzywych, który może fię znaydować w porządku 
pźrzyftym lub niepśrzyftym; ale nie wyrażą srze- 
dnic pionowych. Zatrzymaymy fie nad. rozlegley- 
fzém poznaniem włafności w zrównaniu (4') za- 
wartych, kiedy śrzednice przecinaiącć fig w śrzodku 
fa nachylone do fiebie kątem ukośnym. 

Ieżeli linie profté 4B, CD na fig. 29 fą srzednica- 
mi linii krzywey; część leżąca nad CD ieft równa i 
podobna części, leżącey pod CD, i znowu część le- 
Żąca pod AB ieft równa i podobná części leżącey nad 
AB, i oprócz tego ftrony na przemian przeciw-ległe 
{4 także równe i podobné. Nazwiymy część leżącą 
nad AB, P; część pod AB, Q; część między AS'C, 
niech będzie R, część między BS’D, S; poniewaz 
P=Q; R=S; P—R=Q—5, a przeto P—zR=Q—25, 
wziąwfzy więc kąt CS'E= kątowi AS'C; EF będzie 
także śrzednicą przeciętą w $' na dwie części równe: 

Is aże 


Fig. 395 


O śrzednicach 
ukośnych iich 
liczbić, 


138 GEOMETRY! WYŻszEy 
aże iefzcze Pz R= QS 2. P—4R=0—48 . 14 
“ ogólnie PnR=Q—n$, idzie zatem że prowadząc li. 
nie profte przez śrzodek $' tak, aby czyniły między fob 
kąty równe katowi 48'C; trafiemy na linią AB, jeże: 
li ftófunek kąta 4S'C do kąta proftego ieft wymicr- 
ny; i wfzyftkić te linie będą śrzednicami linii krzy- 
wey: podług więc wielkości kąta 48'C między dwo- 
‘ ma pierwfzćmi śrzednicami, linia krzywą maiąc ftro- 
3 ny na przemian przeciw-ległe równe, mieć może 
dwie, trzy, cztery, m śrzednic: to ieft, biorąc za» 
wfze ten kąt AS'C jako maiący ftófunek wymierny 
do kątu proftego, im kąt ten ieft więkfzy, tem 
mnieyfza liczba wypadnie Srzednic, im zaś kąt ten 
ieft mnieyfzy, więcey srzednic ukośnych linia krzy- 
wá zamyká: to ief Ze liczba śrzednic w linii krzy- 
wey ieft w ftófunku fpacznym wielkości kąta mię. 
i dzy dwiema pierwfzemi śrzednicami zawartego: ie- 
$ żeli więc kąt -4S'C ieft niefkończenie mały, czyli 
kiedy linia CD ieft równozległa linii 4B, linia krzy- 
wá má niefkończoną liczbę śrzednic między foba ró- 
- wnó-odległych, a przeto przyftawa przecina takową 
linią krzywą w niefkończoney liczbie punktów, co 
nie moze fluzyé żadnym liniom Algebraicznym, ale 
tylko liniom krzywym przeftępnym. Zadna więc li- 
nią krzywa Algebraiczna nie może mieć dwóch śrze- 
dnic między fobą równo-ległych. Gdyby zaś ftófu- 
nek kąta AS'C do kata proftego był niewymierny, li- 
nid’ krzywa miałaby niefkończoną liczbę śrzednię 
przecinalących fie w punkcie $: co fiuży kołu iak 

wiemy z Geom: począt: 
To zaś ieft o tych śrzednicach uwagi godnego, że 
ponieważ z obydwóch ftron śrzednicy linia krzywa 
Fi mieć powinna równy kfztałt i ułożenie; ieżeli na fig: 
13% 029 nad ED tina krzywa takiego ieft kfztałtu jak 3 
pod CD, i ieżeli pod Cs" znayduie fię śrzednica AB 
maiąca z obydwóch ftron iednym kfztałtem ułożoną 
linią krzywą; idzie zatem że przy EF taka ieft po- 
fac linii krzywey iak Przy AB, czyli-ze śrzednice na 
przemian 
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przemian iakie fą AS’, ES'; potem CS’ GS! fa iedne- 
go gatunku, i zrównanić na linią krzywą powinno 


bydż takie biorac EF za oś, iakióm ieft odnofząc 


wfpółufzykowanć do osi AB: i znowu to ztównanie 


_bydé powinno takie do GH, 1akiem było da osi CD. 


Włósność ta śrzednic na przemian idących fiużyć nam 
może za grunt dochodzenia liczby śrzednic w liniach 
krzywych iaki¢gokolwiek porządku.  Zaifte, ieżeli 
AB, EF n.p. fa śczednicami iednego gatunku, naprzód 
zrównanić bydź powinno nieodmienać wyrńżaiąc li- 
nią krzywą nad, i pod śrzednicą 4B; powtóre to 
zrównanić iefzcze powinno zoftać to famo przeno- 
fząc ié z osi AS’ na oś ES': które to przypźdki nie 
mogą bydź znaczone tylko przez funkcyą kąta bra- 
nego naprzód z różnćy 'ftrony tey famey osi dS’, a 
przeto dodatnić lub odiemnić: powtóre, przez fun- 
kcyą kąta przenofzonego Z osi 4S' na oś EŚ', 

Chcąc przeto wiedzieć kiedy liniś krzywa má pe- 
wną liczbę śrzednic, potrzeba nam na każdą liczbę 
gnalesdz cechę wyrażoną przez zrównanie pewnego 
wzoru: ten zaś wzór zoftaé powinien nienarufzony 
ftófniąc go do funkcyi kątów dopiero opifanych, 
Weźmy fobie na to linią SM z śrzodka do obwodu li- 
nii krzywcey pociagnioną, przez którą znaczyć bę- 
dzićmy różne położenić wfpół-ufzykowanych SREK, 
PM==y, względem śrzednic iednego gatunku za po- 
mocą kąta PS'M==Q: linia $'M==z=vV (x?+y?). Przy- 
puśćmy naprzód że linia krzywa má tylko dwie 
arzednicé AB, GH: ponićwśż ułożenie linii krzywey 
takić bydź powinno nad 48' iak i pod 4S', i znowu 
to ułożenie zoftać powinno takie przy S'B, iakie ieft 
przy AB; więc zrównanić na linig krzywą maiącą 
dwie śrzednice bydź powinno takie, aby w niem 
SIM=z zoftało nieodmienne, biorąc kat @ dodatny i 
odiemny, i oprocz tego kąt MS'B=P—q, (tu P wy- 
raza pół-obwodu koła;) więc z bydź powinno fun- 
kcyą taką, któraby była nieodmienna na kąty @:-—-@, 

Io P—$; 
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P= ø; wiemy z Rod, 4. Algebry Części I. że do. 
ftawa ieft ta fama na kąt wzięty dodatnie lub odie- 
mnie, wftawa zaś na kąt dodatny, dodatna; na odie- 
mny ftaie fie odiemną: ale doftawa poiedyncza na kąt 
P— o= = Dof. ©» Doftawa zaś na kąt 2(P— = 
Doft.2@: ate znowu Doft. 20 =Dof?, 
ftawa 2 Q ieft funkcyą taką, 

P— 6; zoftaie nieodmienną, 

wa miała dwie śrzednice, 

bydź takie, aby Z było 


i $5 
krzy- 
Z=v, 

aże 


x74 

wnaniu Z=o linią krzywą wyrdżaiącem, Z bydź po- 
winno funkcyą ZY, Wyż, czyli funkcyą x2, y?, 
iakośmy iuż wynależli 
Teżeli linia krzywa má trzy śrzednice 4B, EF, IK; 
ponieważ śrzednica I$’ ieft tego famego gatuaku co 
i 48', zrównanie linią t rażaiące bydź 
powinno nieodmien ufzykowanć z 
i wu przenofząc 
; aże kąt który 
icf = ZP—=6oe, 


z” Przeto na dwie śrzednice w zró: 


ić z śrzednicy 


kąt zaś 4$'I=2.690— 3P, kąt MS' 


2P MA 
=== Qs więc 


W zrównaniu Z=o, wyrážaiącém linią krzywą s’ 
trzema srzednicami, Z bydź powinno funkcyą nieod- 
mienną na katy +9, _g, 3P— ©; co fuży tylko Do- 
ftawie ZD —z9 =Dof.(zP— 39): aże podług $ 
$1.zrównań (x) w Algebrze, Dof.39=2.Dof.g Dof, 
PARE E 
29-Dof.g, => —, więc Z powinno bydź fun- 
z 
kcyą X+y, x*—zyży, jeżeli zrównanie Z—o má 
: : wyrażać 
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wyrśżać linią krzywą trzy Srzednice maiącą, To 
-famo rozumowanie ciągnąc daley, znaydziémy; Że 
w zrównaniu Z=—o na linią krzywą maiącą cztery 
śrzednice, Z bydź powinno funkcyą z czyli x*+y*, i 
~Doftawy, 4Q. i ogólnie; na linią krzywą maiącą m 
śrzednic, Z bydź powinno funkcyą x*+y?, iDoft.ng, 
«wiedząc z $. 54. Algebry, ze p 

n(n— a 


Dofiry=x"— 2 pij COO ZOE 3) 
: 1.2 3. 2. 3. Fe 

x ayt— itd. ; 7 

podobnym fpofobćm wynaleśdź byśmy mogli zrówna* 

nid na linie kczywć maiące części równe i podobne. 


Inne iefzcze włafności śrzednic doftrzeżonć w Ro- Inny fpofób 


E Š WI 4 F 5 y wynaydowa= 
zdziale II. a zręcznie rościągnionć do wyzizych po- eie w 


rządków linii, fiużyć by nam mogły do wynaydo- liniach krzy- 
wania cech pokazujących śrzednice w iakichkolwiek wyche 
liniach krzywych. Widzieliśmy n.p. w $.8. ze śrze- 

dnice przedzielaią cięciwy równo-ległć na dwie czę- 


--ści równe, czyli ogólniey: że przyftawa należąca do 


śrzednicy ieft równą fummie piérwiaftkow przez 2 
_rozdzielonéy: Powtóre ŻE mnogość dwóch przyftaw 
do tego famego odcinku należących, ieft do mnogości 
dwóch przecięć linii krzywey od osi, W ftofunku 
nieodmiennym, Te dwa początki rościągaiąc do 
wyżfzych porządków linii, wyftawmy fobie zrówna- 
nić iakiegokolwiek ftopnia, w którem y ieft tylko 
wymiaru drugiego, wfzyftkić zaś potęgi x temu fto- 
pniowi należyte, to ieft: y*—Py+Q=0 gdzie P, O, 
fą funkcyami x; linia takiem zrównanićm opifana 
dwa razy tylko przeciętą bydź może od przyftawy 
PM, PN, na fig. 40: rozdzieliwizy każdą z cięciw ro- p, 
wno-ległych MN na dwie części równe przy O, O', 5, 4% 
O", punkta té przedziału O, O', O", leżyć mogą na 
linii proftey lub krzywey: w pierwfzym przypadku 
wypadnie śrzednica na linią podaną takiego rodzaiu 
jak na linie krzywe drugiego porządku: całe więc 
pytanie zawifło od wynalezienia-czyli punkta O, O', 
O! należą 


4 
i 
" 
j 
4 
I 
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O'ndleżą do, linii proftey lub krzywdy, o czem nás 
nauczyć powinien wfpół-czynnik 280 terminu P: wit- 


my bowiem że MP—PN=P, a przeto RPO? ie- 


2 
żeli to oftatnie zrównanie ieft na linią profta, lini 
krzywa iakiegokolwiek porządku opifand zrówna. 
nićm Y'—Py+Q=o, będzie miata śrzednicę taką, ia- 
kąśmy w drugim porządku widzieli. Weźmy fobie 
n.p. zrównanić na_ linie 350 porządku S$. IV uczy- 
hiwfży w niem k=0, i ułożywfzy ię potem co do 
y; będzie l a 
aj heteste gx3+dxt+bx+a 

yt+———__y + am a 29, 
ix+f ix+f 
2 -3 2 
gdzie pie sa a] o= T taki na- 
ix+f ix+f 
zwawfzy PO=z, zrównanie na śrzednice będzie 
2 
Pr isaac ieżeli licznik tega ułomku ief ZU- 
1X 
pelnie rozdzielny przez mianownika icHf; zrówna- 
nie to wyrdżać będzie linią proftą, i liniń 320 po: - 
rządku będzie miata śrzednicę: ale kiedy hx?+ex+¢, 
będzie rozdzielne przez ix-hf, uczyniwfzy ixt+f=o, 
wypada koniecznie hx*-+-ex+c—=0, czyli włożywizy 


Wto oftatnie zrównanić x=—", wypadnie + . 
i 
hf'—efi+-cit==o zrównanie warunkowe, któremu trze- 
ba żeby fie ftało żadofyć, aby linia 3g0 porządku 
miała śrzednicę profta; do tego zaś przydadź iefzcze 
należy ko. leżeli zaś hx?-+ex-+c, nie będzie ro: 
zdzielnć zupełnie przez ix+f, punkta O, 0! O" będą 
leżyć na linii krzywey 2go porządku opifanćy zró- 
wnaniem xf 2iz—hx)+2fz—ex—czzo; aże termia 
naywyżfzego wymiaru w tem zrownaniu, zamyká 
dwá mnożniki rzetelne nierówne; punkta Q,:0/, Qt, 
i t. d. leżą na Hyperboli. 4 
Ié razy więc w zrównaniu Y—Py+-Q=0, P=a+b%, 
ye linia 
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finid krzywá má śrzednicę: takowa śrzednica prze- 
dzielaiąc wfzyftkie przyftawy ma dwie części równe, 
czyni iefzcze P iako fummę wfzyftkich pierwiaftków 
ilością ftateczną: skąd wypadaig . dochodzenia linii 
krzywych, w którychhy fumma pierwiśftków, lub 
funkcy4 iaka takowey fummy była ilością ftateczną. 
Toż famo wynayduiąc na Q,iako na mnogość wizy- 
fikich pićrwiśftków, przyfzlibyśmy do wielu prawd 
o liniach krzywych na iakićkolwiek porządki. 

$. XXV. 

Powiedzielismy że wfzyftkić włafności w liniach Przypźdki iée- 
krzywych należą albo do ftycznych, albo do śrzednic fzcze zacho” 
albo do cięciw: i ta prawda doftrzeżona w porządku GAES PEE 
drugim a upowfzechnioná w Rozdziale poprzedzaią- hbi 
cym, i na początku teraźnieyfzego, przywiodła nas proftych. 
na porządki niżfze linii do rozlegleyfzych prawd; 
które od ftycznych i śrzednic zawifly, Nie zoftaię 
nam tylko roftrząfnąć ogólniey przecięcia linir krzy-_ 
wych od cięciw, albo raczey włafności linii proftych 
maigcych. punkta fwoie fpólne z linią krzywą. Ww 
czem rozróżnić nam potrzeba dwa przypadki, Pier 
wfzy: kiedy linia profta przecinaiąc krzywą odmie* 
nid fwoie położenia i znaczy punkta linii krzywey} 
iaką była zawfze przyftawa odnofzona do pewnych 
odcinków: takowa linid profta nie ieft wyrażona 
ofobnem zrównaniem, ale tylko ieft funkcyą odmien- 
ną wchodzącą w zrównanić. Drugi przypadek: kie- 
dy linia profta przeciawfzy linią krzywą ma poło: 
żenić nieodmienne, i ieft wyrażona wiasciwem ZTÓ» 
wnanićm: i na ten czás punkt przecięcia będąc fpól- 

ny dwóm liniom wyraża fie przez dwa zrównania. 
Zatrzymaymy fie nad dwiema temi przypadkami z z wyc 
porządnie. Co do pićrwfzego: każda odmianń linii SAH peta 
proftćy przecinaiacéy, idąca za odmianą punktów li- krzywych 
nii krzywey fłużyć może do wyrażenia przez zró- przez zrówna 
wnanić natury tey oftatniey linii. Przyftawy iakie- =i pale a 
śmy dotąd uwśżali odmieniaty tylko fwoię wielkość te See 

zoftawizy między fobą rowno-legié, Wyftawmy mi 

fobie 


odmiennso 
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Fig, 4r, fobie terdz inną odmianę na fig. 41. kiedy linia. CM 
przecinaiąc linią krzywą u M, N, odmienia nie tylko - 
fwoie wielkość, ale i położenie względem linii CP, 
cała takowa odmiana zawifła od odmiany kąta PCN, 

- który fwoim wzroftem lub ubywanićm oznacza pier- 
wiaftki rzetelne lub uroionć w zrównaniu, daiąc po- 
łożenie linii CM takie, iaki ieft potrzebne żeby linia 
krzywą była przeciętą albo chybioną od proftey: ie- 
Żeli więc przecięcia CM, CN; bydź mogą tem, czem 
były przyltawy równo-ległe, té przecięcia będąc caf- 
kiem zawiffé od kąta PCN, uczą nas; że drugą ilością 
odmienną bydź powinien kąt PCN. Owóż nowy 
fpofób wyrażania linii krzywey przez zrównanie, w 
którćm kat, i linid pod tym kątem prowadzona, {3 
ilościami odmiennémi. Trafilismy iuż na ten fpofób 
fzukaiąc zrównaniź biegunowego w liniach 2g0 po- 
rządku pod § XII. i znowu w $. poprzedzaiącym 
wynayduiąc liczbę śrzednię. 

Zrównanić któreby opifywato linią krzywą tym 
Zrównaniź na fpofobem wypaśdź powinno s funkcyi ilości odmien- 
linie krzywe ney z=CM, is funkcyi kąta p=PCN, Chcąc po- 
oi EE ee znać liczbę pićrwiaftków rzetelnych w zrównaniu, 
PY czyli liczbę przecięć linii krzywey od proftey, wie- 
dzieć nám potrzeba iaká funkcya kata wyraża dwś, o 
trzy, cztery, n przecięć. Ale liczba przecięć iedna 
zależyć moze od wielorakich wśrtości CM, kiedy z- 
dane będzie przez zrównanie złożonć z wielu pier- 
widftkow, czyli przez funkcyą wielo-kfztałtną 2; 
druga: liczba pizecieé zawifnąć może od wielorakich 
wartości na funkcyą kąta p: potrzeba nam wfzyftkie 
te fzczególności iak ndydoktadniey poznać. Funkcye 
kąta nie mogą bydź tylko Wftawy, Doftawy, albo 
Styczne, Doftyczne, Sieczne, Dolieczne, które fą fun- 
kcyami Wftaw i Doftéw. Zeby więc iedna funkcyń” 
kąta wyrśżała wiele przecięć, potrzeba żeby iedna 
n.p. Wftawa' miała wiele kątow do których należy. 
Obracaige linią CN około punktu C trafiemy prawda 
na wiele takich kątów przez dorzucanić power 
ss 
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pół-obwodu koła P; ale tu nie idzie o wieloraką war- 
tość odpowiadaiącą różnemu położeniu i różnej wiel- 
kości linii CN, ale o wartość odpowiadaiącą iednemu 
tylko na.każdy raz położeniu. W tym przypadku wi- 
dzemy że iedna ta fama wftawa fłuży kątowi PCN=p, 
i kątowi DCR=180°+p, którego wftawa i doftawa 
ieft odiemnś; wfzyftkie inne katy maiące te famę 
wihawe i doftawę padną na te fame punkta linii 
krzywćy, którć należą do kątów p, 1$0%+p. Te ie- 
fzcze dwa kąty mogą wyrażać dwie odnogi różnć 
należące do téy famćy linii krzywey; albo mogą ry- 
fować dwie linie krzywe, teyże famćy natury i 
kfztałtu, s których iedna będzie położona .na ftronie 
CP, druga na ftronie CD. Pićrwfzy przypźdek ma 
mieyfce, kiedy na wftawy lub doftawy fłużącć kąto- 
wi p, wypadną wartości na CM, różne od warto- 
ści odpowiadaiących kątowi 180?--p: drugi zaś przy- 
pádek, kiedy na obydwa té kąty otrzymamy te fa- 
mć wórtości CM, -s których iedné będą dodatnć, a 
drugié odiemne; co iefzcze zależy od różnego poło- 
Zenia punktu C iako początku odcinków.  leżeli ten 
punkt będzie zewnętrzny linii krzywey iak na fig.4t. 
widzemy że to famo zrównanić wyrażać może linią 
krzywą leżącą na ftronie CP, albo na ftronie CD: ie- 
Zeli żaś tén punkt bedzie leżał wewnątrz; funkcye 
s ftrony CM, i s ftrony CR nie wypadną té fame, 
chyba że linie RCM, PCD, fa dwie śrzednice, s któ- 
rych każdą dzieli linią krzywą na części równć, po- 
dobne, i iednako około fiebie rofporządzonć: i w 
których -punkt C ieft śrzodkiem. Teżeli zas punkt C 
leżyć będzie na punkcie linii krzywćy, to przecięcie 
przy C będąc fpólné wfzyftkim kątom nie należy do 
rachunku przecięć odpowiadaiących. różnym pierwiż- 
ftkom zrównania, co także trzymać należy o prze- 
cięciach należących do dwóch tych famych linii krzy- 
wych. Te uwagi daią nam poznać, że liczbę prze- 
cięć potrzeba nam wyciągać s funkcyi kilko-kfztał 
tnych z, do których łączyć powinniśmy uwagę, ką- 

| K tow 


Fig, fo 
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tów p, 180%+-p: tak iako przecięciń linii kraywey Gd 
przyltaw wyciągaliśmy s funkcyi y, biorąc na każdy 
pierwiaftek, x dodatnie i odiemnie, leżeli linia krzy- 


‘wa raz tylko bydź może przecietą od linii proftey, 
«potrzeba naprzód, aby z było funkcyą iedno-kfztał- 


tną: powtóre żeby to z było wyrażonć przez fun- 
keyg taką kata, ktoraby dawfzy iedno przecięcie na 
kąt p, ind innego nie wydała na 1909-p; „chyba że- 
by to drugie przecięcić nie różniło fie od pićrwlzego 
tylko famym znakiém i wprowadziło ten fim znak 
w z. n.p. ieżeli z—P, gdzie P wyraża pewną fun- 
kcyą kąta p; kładąc za P, 180%+p, z ftanie fie =Q; 
ieżeli 0=—P, i z na 1§0°+p ieft odiemném, będzie 
—2==—P, czyli £=P: takowd więc wartość żadne- 
g0 nowego przecięcia nie wprowadzą, Zeby zaś P 
miało wfpomnioną włalność, potrzeba aby było fun- 
kcyą niepźrzyftą wftawy p, albo doftawy p: niech bę- 
dzie CM=z, CP=x, PM=y, będzie Y = wp, * 
z 


; R: 
Dof. p: ieżeli z==P, ieft zrównanićm na linią krzywą raz 
tylko przeciętą od proftey; P bydź powinno funkcyą 


nieparzyftą z, z, czyli funkcyą nieparzyftg x, Yi, 


nie maiącą żadnego wymiaru. -Do tey kłafsy należą 
linie krzywe zamknięte w zrównaniach. 
b bo dz 
A e es -- zz YO Z 
<a ee EET ZDZ) UE dY 
tyż  Jx3 (gz3  hyżx 
+ PĆ pez hy 


gs 23 x3 


. Oy be ae SANG ay be c 
czyli = GAM ge Dita. iz RACE 
Zaz cy EE) OC 


3 3 2 2 
„dA PE A +it. d. 
z4 z4 x3 24 È 
wlzyftkić potęgi 2 będąc parzyftémi w takowych 
zrównaniach, ftaną fię funkcyami wymiernemi x, y, 
położy- 
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położywfzy Z%=x*try* oprócz tego cały drugi czło- 
nek tych oftatnich zrownan ieft wymiaru —1, i ró- 
wna fie iedności, czyli ogólniey mowiąc ilości ftate- 
czney; więc każdć zrównanie, w którem funkcy4 x, 
y, wymiaru —1, równá ieft ilości ftatecancy, wyród- 
Ża linią krzywą ráz tylko przeciętą od linii proftey. 
Niech będzie R funkcyą wymiaru ^, S funkcyą wy” 


_miaru n+1, a ilością ftateczną; wfzyftkie linie krzy- 


wé raz przeciętć od proftey zamknięte {a w zrówna» 
niu ogólnćm - - — =M, aże — żal gdzie lief ie- 
§ R a sy 
fzcze ilością ftateczną, którą wyrazić możemy przez 
æ, więc iefzcze zrównania w których funkcya x, Ys 
wymiaru pierwfzego ieft równź ilości ftateczney, opi- 
fuia linią krzywą ráz przeciętą od proftey: Wfzy: 
ftkić takowe linie krzywe wyrażają fig zrównaniene 
ogólnem = = z=a - - czyli S= æ R, czyli 
aeeti batty pox ry rdze yie" yt 6d. 
== 4 ( Ax Ban tyt Cany Danyi it. d.) (M). 
Do tego więc rodzaių należy naprzód linia profta, 
na którą n==o: powtórć linie 2go porządku na któ- 
re n==1: ale w tych liniach punkt C na fig. 41 leżyć 
mufi na famey linii krzywey, a przeto w rachunek 
przecięcia nie wchodzi iako fpólny wfzyftkim ką- 
tom. Potrzecie linie 350 porządku gdzie n==2: ale 
punkt C leżyć mufi na punkcie dwoiftym itd. Li 
nie więc 3go porządku maiące tylko w fwem zró- 
wnaniu iedén pićrwiśftek rzetelny, terminy zaś nay- 
wyżfzego wymiaru w %, Y) oprócz tego linie zgo 
porządku dwa razy przecinanć od linii proftéy, by- 
leby punkt C leżał na punkcie linii krzywey; linie 
iefzcze krzywe 350 porządku maiacé punkt dwoifty, 
byleby w tym puakcie' zudydowało fie C, uczynią 
zadofyć zrównaniu (M). Podobnym fpofobém rozu» 
mować można o liniach porządków wyżfzych, 
Wyftawmy fobie teraz Że limiá CM na fig. 41 prze- 
K2 ciná 


Fig. gt 
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Zrownanid na cing we dwóch punktach linią krzywą, a przeto że 
Dnie y wE a Enae krzywa wyráżá fie zrównaniem 

dwa Tazy prze A p 7 
Ay S Gozo: es aye ) gdzie P, Q, fą 
funkcyami kąta p. Zeby w 
kowi zadofyć fię ftało, potrzeba żeby każdy z dwóch 
pićrwiśftków na z, jedno ty 
Przeto trzebą żeby katowi 
nie/ odpowiadała wartość na 
czy otrzymać tylko ieżeli P- ieft funkcyą nieparzy- 
fiz, Q zaś funkcyą parzyftą witawy lub doftawy .ką- 
ta p, czyli P:funkcyą nieparzyftą w I. Q zaś fuh- 
kcyą parzyftą. tychże ilości. Aże podane zrównanie 
na linią krzywą wyrazić fig może 1— £ 


== 9; 
3 AŻ) R 
niech będzie R funkcyą wymiaru n, $ funkcyą wy: 
miaru n+1, T funkcyą wymiaru n+2; poniewźż © 


z 
» wyrazić ić możemy przez p tak 


iet wymiaru —; 


CETERIS „ODYNA : 
„dalece że > m$ —- ponieważ ieft wymiaru —3z, 
Z T 22 


będzie 2 8 i zrównanie ogólne na linie krzywć 
© z2 T? 8 y 


dwa razy przecięte od proftey ieft - - mir tao, 
czyli T—S+R=0. tu znowu należyć mogą linie 
w czyniąc =o na 


2 dodatnie, 
za R terminy 


raiący 
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raiący ilości ftatecznć nie wniydzie, w porządku 
stym terminy wymiaru pierwfzego, ani termin ftate- 
czny; w porządku stym terminy wymiaru zgo, 150 
ani termin ftateczny nie będą wchodzić w oznaczenie. 


takowych linii krzywych: co podobnie łatwo ieft fo- 


ściągńąć do porządków wyżfzych. Kondycyi więc 
zatoZoney uczynią zadofyć linie zgo porządku, wy- 
ftawiwfzy fobie iedno przecięcie w odległości nie- 
fkończonćy, kiedy w Hyperboli linia proftá` przeci- 
naiąca ftanie fie ledwo-nieftyczney, w Paraboli zaś 
osi równo-ległą. Linie z 3go porządku uczynią tak- 
Ze zadofyć, położywfzy punkt C na punkcić linii 
krzywey; z 4go porządku linie maiącć punkt dwói- 
fty, w którym znaydować fig będzie C: zgoła ‘linie 
s porządku n będą mogły uczynić zadofyć zrówna* 
niu T—S+R=o0, ieżeli będą mieć punkt tyle krotny, 
ile n—2 zamyká iedności, i ieżeli w takowym pun- 
kcie-znaydować fie będzie C. Gdybyśmy iefzcze mie- 
li uwagę na pierwiaftki ureioné zrównań, znależli- 
byśmy iefzcze w wyżfzych porządkach wiele linii 
krzywych nie maiących taki¢go punktu, iakiego Wy- 
ciągimy, a iednak zadofyć 'czyniących zrównaniu i 
warunkowi. założonemu, 

Nim poftąpiemy daléy rozwiążmy tu fobie naftę- 
puiącć zadanie. Wynalesdé zrównanić na wfzyftkić 
linie krzywe, które tak fą p.zeciętć we dwóch mićy- 
fcach M, N, od lnii proftćy, iż cięciwa MN, czyli ró- 
żnica dwóch przecięć CN—CM, ieft zawfze ilością 
ftateczną. Ponićważ linie krzywe dwa razy przeciętć 
od proftéy, zawicraia fie wfzyftkić w zrównaniu - - 
2—Pz+Q=o, s którego potem to ogólne powftąło 
T—S+R=0, ieft więc CM+CN=P, CM.CN=Q, aże 
[CN—CM]?==(CN+CM)?—4CM.CN=P?—4Q, pO- 


Liniś krzywa 
Mufzlow idę 


Fig, 4te 


dług kondycyi więc zadania iet CN—CM=v (P?—40)=a, 


gdzie a wyráżá ilość ftateczną - - P2—4Q=a* -- (a). 

chcąc te kondycyą w zrównaniu (œ) zawartą Wpro- 

wadzić w  I—S+R=o, przypomnićymy fobie że 
th K P 


z 


penne | SE R S 


Fig, 42, 
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2 
—— =, skąd RED —— 
T? IH 4T 4%? 
włożywfzy znowu tę wórtość na R w zrównanie 
s 4 2 2 
T—S+R=o, odmićni fig na T—$+ — ET o, 
4I gz 
czyli na - - 23(2T—S)*=a?T - - (B). 
( 8) iet zrównaniem na wfzyftkie linie krzywe tę 
włafność maiącć, że CN—CM=a, i dwa razy tylko 
przeciętć od proftćy: ponieważ T ieft wymiaru ntz, 
S wymiaru m+-1; porządek czwarty ieft nayniżfzym 
porządkiem zawieraiącym linie ciągłć tą włąfnością 
znakomite. W nim n+-1—0, a przeto T ieh wymia- 
ru igo, S ilością ftateczna: połóżmy T=x, S==2b, 
zrównanić (f), będzie 4g0 porządku: 
(4). 


a*x3=(x*+y*)(2x-—2b)? SE 
aże > = Dof.p, Y =Vfp, będzie x=ZDof,p, y= 
z z 


LW fi.p, 
nie fie 
„ @22Dof.p°=2(22Doft.p—zb)*, czyli 

(4), 

zrównanić (4') złożemy naftępuiącym fpofobem ; 
wziąwfzy na fig. 42. linią przecinaiącą CN, ktoréy 
dwa punkta M, N, leżą na linii krzywey, od Ç pro- 
wadzę CB czyniącą z CN kąt BCN=p, potem pro- 
wadzę GH pionową do CB, i nazywam CD=6, 


i b 
DA=DB==a, będzie CL= 
a, będzie Daf 


Przez użycie tych wórtości na x, y; (A) fta- 


ha z - * 


Zazi 


» 8 ponieważ LM== 
p 


> Thy CN= a 
Dofi.p Dofi.p 


LN=a, będzie EM +a, 
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CN—CM=za, czyli równć ilości ftateczney. Linia 
więc krzywa maiąca dwie odnogi niefkończonć XBZ, 
X'AZ', i ledwornieftyczną profią GH, wyraża lig zró 
wnaniem (4'), albo (4); Dawni iefzcze Geometro- 
wie uwazali włafności tey linii krzywey, którą na- 
zwali Linią MuszŁową (Conchais) złożoną z dwóch 
części podobnych: odnogę XBZ nazywali MuszŁow. 
ZEWNĘTRZNĄ (Conchois exterior), odnogę zaś X'4Z 
MuszLow4 WEWNĘTRZNĄ (Conchois interior), iey be- 
wiem ryfunek podobny ieft do konchy. Chcąc od 
zrównania (4') przyiśdź do (A), biorę CB za os, C 
za początek odcinków, od -N fpufzczśm pionową 
NP, będzie CP=x, PN=y, CD=b, a z warunku py- 
tania NM=a, tróykąty podobné CPN, NLF, daią mi 
naftepuigca proporcyą: j 
CP:CN::NF:LN - - czyli x:V (o62-+y?)::2—biza::2x—20:G 

ax==(2x—2b)V (x*-+y7), a znidfifzy znak pićrwiaft- 


24352 
kowy; ażx2%=(x2ry?)(2x—2b)?; y= EDEN Cyc, 
(2x— 2b)? 


kiedy xz=b, y=s, i linia krzywa zamienia fię na 
łedwo-nieftyczną. 

Teżeli linii krzywa ma bydz trzy razy przeciętą Zrównanić na 
od proftćy, powinna naprzód bydź wyrażoną zró- say eat 
wnaniem 23—P’z?+Q'z—R’=o0, ponieważ na ka- al pre: 
dq wartosé z, iedno tylko powinno wypadać prze- gey, ABS 
cięcie, a przeto kąt 1f0°+-p powinien nie wydadź in- 
nego iak kąt p: dla ocalenia tego warunku, P' iako 
fumma; R' iako mnogość wfzyftkich pierwiśfików 
bydź powinny funkcyami nieparzyftemi wftawy lub 
doftawy kata p: Q' zaś jako mnogość z dwóch na- 
ráz pierwiaftków, bydź powinno funkcyą parzyftą 
teyże wftawy lub doftawy kąta. Chcąc te kondycye 
rościągnąć do iakichkolwiek porządków linii, z¥d- 


wnanie podané wyftawidm fobie pod wzorem - > 
POL = R! TE y 
p— Fe 0, gdzie — ie wymiaru —3; — 
Seat z z>% 


K4 wymiaru 


Przecięciź. li. 


nii krzywćy 
od proftéy ma 
Jac dwa zró. 
wnaniś, 
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wymiaru —2; >; Wymiaru —3; niech teráz T be- 
z 


dzie wymiaru n+-3; $ wymiaru n+2, R wymiaru 
i I 
“+1, nakoniec Q wymiaru n; będzie » - zw 
z 


Hod i zrównanie podané zamienia fię 


na to ogólne: ; 
So 4R= +Q í 
==t>—> =, czyli T—S+R—O—o, 
1 pór ro cw +R—=Q 
linie więc s porządku 3g0 mogą uczynić zadofyć temu 
zrownaniu, wziąwfzy punkt Ç zewnątrz linii krzy- 
wey: linie z 4go porządku także, byleby punkt C lezat 
na linii krzywey: linie z porządku sgo maiące punkt 
dwoifty uczynią także zadofyć, byleby w tym dwoi- 
ftym punkcie znaydowało fig C, i ogólnie. linie po- 
rządku m, maiąc punkt mnogości n—3, i w tym 
punkcie n—3 ofadziwfzy C. $ tych uwag: łatwo 
nam ieft terazni¢y{zq teoryą rościągnąć do linii prze- 
ciętych cztery, pięć, m razy od liaii proftey. Gdyby- 
śmy taki fpofób obrali byli do wyrażania natury li- 
nii krzywey, widzeiny oczywiście; że podział linii 
krzywych cale wypada różny od tego, którysmy 
przyjęli. Łatwo nam ieħ atoli linią iakąkolwiek 
krzywą wyrażoną przez wipół-ufzykowane x, y, 
przywieśdź do wyrazu, gdzie funkcyd kąta wchodzi 
za ilość odmienną. Ten fpofób uwazania i wyraza- 
nid linii krzywych wiele nam pofłuży w Mechanice 
i Aftronomii. ‘ 
$. XXVI. 
Zoftat nam iefzcze iedén przypadek do roftrząfa- 
nia, kiedy linia profta przecinaiąc krzywą, ieft wy- 
rażona fwem whasciwém zrównaniem: na ten czas 
mamy dwa zrownanid, iedno na linią proftą ayt 
bx—c—o, drugić na linią krzywa Ay" +By" iyt 
Cy" 2x24 Dy™—3x3-4- i t. d. + Aly B'ye 
Cymm i td. + A"y™-F4+B"y™—3xt it. d. - - 
+ 


— M 
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+ «y+BS+ y=. gdzie m ieft liczbą taką, do ia- 
kiego porządku należy linia krzywa. «Chcąc w tym 
przypadku roftrząfać przecięciź linii krzywćy od pro- 
ftey, rzućmy okiem na fig.43. Każdą s-tych. dwóch li- 
nii ma fwoić wipółufzykowane, którć odnofząc do 
jedney teyże faméy osi AS; widzemy, że w punkcie 
przecięcia przyftawa linii proftey równą ieft przyfta- 
wie nalezgcey do linii krzywey, czyli że PM, P/M’, 
fą fpólnć obydwóm linióm: więc wyciagnawizy war- 
tość na y-zzréwnanid na iednę s tych linii, i te war- 
tość włożywifzy w. zrównanie na drugą linią; 
otrzymamy zrównanie na famo x, którć wyrażać 
będzie odcinki AP, AP’ znowu fpólne i należące do 
przyftów fpólnych PM, P'M’. Liczba takowych od- 
cinków zależy od liczby pićrwiaftków rzetelnych w 
zrównaniu na famo x, i ta liczba nauczy nás zaraz 
w wielu punktach liniń krzywa ieft przeciętą od 
proftey. Zaifte zrównanie na linią proftą nie mogąc 
dadź Żadnego przecięcia niepodobnego, wyrażą nam 
wfzyftkie przyftawy rzetelne; te przyftawy wpro- 
wadzaigc w zrównanić na linią krzywą nadaiemy 
pewne wartości y, które ieżeli (3 zgodne z związkiem 
ilości w zrównaniu zawartym, wydadź powinny x 
rzetelne; ieżeli zaś nie fa, x wypaśdź powinno uro- 
ione, pokazuiąc że linia krzywa nie ma żadnych 
w([pół-ufzykowanych fpólnych z linią proftą.  Aze 
przez tę fztuke nic innego nie czyniemy, tylko za 
pomocą dwóch zréwnah między dwiema ilościami 


„odmienńćmi x, y, wyrzucamy iedne, i przerabiamy 


dwa zrównania na iedno oznaczonć, gdzie famo x, 
albo famo, y ieft. funkcyą ilości ftatecznych i zna- 
nych; więc wyrzucać ilość odmienną za pomocą 
dwóch zrównań, czyli przerabiać dwa zrównania - 
nieoznaczonć na iedno oznaczone, ieft to. fzukać 
przecięć dwóch linii temi zrównaniami wyrażonych, 
odnofząc wfpółufzykowane obydwóch tych linii do 
iednéy osi i do tegóż famegó początku odcinków. 
Skąd widzémy znaczenie eliminacyi wyłożoney w §. 


„26, Algebry ftófuiąc ią do Geometryi: powtore: że to 


Ks cosmy 


Fig, 476 


a! , S ZES zy 


Przecięcić lie 
nii krzywych 
od innych 
krzywych, 
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cośmy dopiero mówili o linii proftey i krzywey, ro» 
ściąga fie do iakichkolwiek dwóch linii krzywych. 
Maiąc zrównania na dwie linie krzywe A=0, 
B=o; i przerobiwfzy ić przez wyrzucenić y, na zró- 
wnanić oznaczone Cz=o, gdzie C ief funkcyą x i 
ilości ftatecznych; to oftatnie zrównanie albo będzie 
zamykać wfzyftkie pierwiaftki rzetelne, albo rzetel- 
ne zmięlzane z uroionémi. Ieżeli Co zamyká 
wfzyftkić pierwiaftki rzetelnć; żeby każdy z nich 
wyróżdł przecięcić linii krzywćy od drugićy, potrze- 
ba aby takiemu pierwiaftkowi odpowiadała wártość 
ma y rzetelną w 4=o, i równa wártości rzetelney 
drugiego zrównania B=o0; ponieważ w tem przecię- 
ciu przyftawy obydwóch linii krzywych lą równe, 
Aze bydź może, Ze wartość na x rzetelną wyciągnio- 
na z C=o, uczyni y uroicnćem w 4=o0, albo w 
B=0; oprócz tego może fie przytrafi¢, że x rzetelne 
wypadaiącć z C0, nie wyda wartości na y ró- 
wanych w obydwóch zrównaniach .l==o, Bo; bo 
wiemy s teoryi eliminacyi $$. 9. 26. Algeb. że w 
oftatnić zrównanie C=o wkradź fię mnożnik zbytni 
nie należący ani do =o, ani do B—o; więc pier- 
wiaftki nawet rzetelnć ztownanid Cv, nie zawfze 
wyrazaig prawdziwe przecięcia dwóch linii krzy- 
wych. Zeby fie o takowych przecięciach przekonać, 
potrzehaby każdćy wartości na x, wydobytey z zró- 
wnanid C=s0 doświadczać, czyli ta nie uczyni y 
uroionem w .4==0, albo w Bo; co tem ieft tra 
‘dni¢yfze do wykonania, im zrównania A==0, Bo; 
fa wyżfzych ftopni. Oprócz tego potrzeba nam bydź 
pewnémi, że każdy pierwiaftek rzetelny Co, daie 
równe wartości na y w obydwóch zrównaniach «l==0, 
B=o; tym trudnościom zarddzd fie naftępuiącym fpo- 
fobem: iezeli wyrzucaiąc y z 40, B=o, trafiamy w 
tem działaniu na zrównanie zamykalącć y w piér- 
wizym ftopniu wzoru y=X, gdzie X ieft funkcyą x 
i iłości ftatecznych; takowe zrównanie pokazuie, że 
wártości rzetelne x zrównania Czzo wyróżaią prá- 
wdziwe 


ROZDZIAŁ IV. rę 


wdziwe przecięcia: n.p. gdybyśmy mieli dwa zró- 
wnaniá na linie krzywe =- y+DyXTE=0, = + - > 
y*+Excy+G=0, wyrzucaiąc y trafilibyśmy -ndprzód 


c=" gdzie G, E, fą 


x(D—F) > 
funkcyami x; tę dopiero wartość na y włożywfzy 
w iedno z zrównań podanych, otrzymalibyśmy no- 
we zrównanie na famo x. Zrównanić (œ) wypadło 
s kombinacyi dwóch podanych zrownan 4==0, B=a,, 
więc mufi mieć w fobie coś fpólnego obydwém. po- 
dług $.26. Algeb. Ta fpólna wiafnosé ieft w war 
tości na y, którń nie może fie na żadne x rzetelne. 
ftać uroiona; więc zrównanić (œ) Uczy nas, że wizy-, 
ftkić wartosci na x rzetelne, ieżeli daia y rzetelne w 
zrównaniu d==o, dadzą iť także w zrównaniu. B==0, 
i że te wartości rzetelnć y w obydwóch zrównaniach 
bedą równe; ponieważ zrównanie (0) na każde % 
nie daie tylko iednę wartość y, fpólną obydwom * 
zrównaniom 40, B==o. Skąd fie wnofi, że ile ra- 
zy dwa zrównania podané na linie krzywe przypro» 
wadzą nas do takiego, iakićm feft (æ) w eliminacyi; 
wfzyftkić wartosci rzetelne na x wyciagnioné z C=0, 
wyrażać będą przecięcia finii krzywych, Ale zró. 
wńanić (œ) byłoby nie wypadło; gdyby podane 
Axo, B=o, zamykaty fame potęgi parzyfte y, to, 
ieft: gdyby śrzednica linii krzywych była wziętą za 
oś; więc chcąc bydź pewnym że wfzyftkie wartości 
rzctelnć na x zrównania C=e, wyrazaia przecięcie, 
śrzednica nie powinna bydź osią. Oprócz tego nie 
zapomindymy, Że zrównanić (4) moze bydź takić, iż 
przywiddifzy ie do zero, będziemy ie mogli roze- 
brać na inng prościcyfze, iaka to (y—ax 
gdzić y—ax=o da mim przecięcia: innć zaś b+ex=o0 
d--ex==o, mogą ich nie dadź uczyniwizy 4 uroionem 
w A=o, albo w B=03 W takowym przypadku po- 
trzeba nám wfzyftkić proftć zrównania zamknięte 


Ke w (4) 


na zrównanie (œ) - - y= 


)(b-Ecx )(d—e%)-=0, 


Fig. 45. 


156 c GEOMETRYI WYŻSZEY 

w (œ) poczynić zero, s każdego wydobytą wartość 
na x, kłaśdź w iedno z zréwndgh podanych 4—=o, 
B==o: ieżełi y na taką wśrtość wypadnie uroionem, 
pokaże nám _przecięcić niepodobne, Skąd znowu 
rodzi fie trudność naprzód w rozbierąniu (a) na 
fwoie mnożniki: powtórć w doświadczaniu każdego 
stych mnożników czyli mu fluzy przecięcie podo- 
bne lub, niepodobne? Trudność ta upadłaby, gdyby 
(.@) nie mogło fie. na takić mnożniki rozbierać, to 
ielt, gdyby. wyrażało iednę linią krzywą ciągłą przes. 
ciętą,raz tylko od przyftawy, nie zaś zbiór linii pro- 

ftych lub krzywych prościeyfzych. Więc żeby elimi- 
nacya prowadzić nas mogia do prawdziwych prze- 
cięć linii krzywych, to ieft żeby zrównanie oznaczo- 
ne C=o, wypadaiące z dwóch nieoznaczonych A=0, 
B==o, przez fwoie pićrwiafiki rzetelne wyrażało za- 
wize: przyftawy fpólne dwom liniom krzywym; po: 
trzeba aby iedno s tych nieoznaczonych zrównak na 
linią krzywą ciągłą u.p. <4=0, było wzoru P+-Oy=0: 
gdzie P, Q, prócz ilości ftatecznych zamykaią x w 
iakimkolwiek ftopniu, a przeto zrównanie P--Qy==o 
wyraża linią krzywą iakiegokolwiek porządku raz 
tylko przecieta od przyltawy; drugie zaś ztównanić 
'B=o „zamykać może y w iakimkolwiek wymiarze, 
a. przeto wyrażać linią krzywą ilekolwiek razy przes 
ciętą od przyftawy. Tym {pofobem wydobyta war- 
tość z do na y= = j syłożoną w B=o0, zrodzi 
zrównanie na famo x C=0; którego wfzyftkić pićr- 
wiaftki rzetelne wyrażać będą prawdziwe przecięcia 
dwóch linii krzywych. Gdzie iefzcze mamy i tę kó- 
rzyść, że zrównanie y= —— fiuży nam do upe- 
wnieniá fie, która wartość zrównania na x, do któ» 
rey przyftawy należy, Zaifte wyftawmy fobie że (=o 
ma dwa pićrwiaftki rzetelne oznatzaiące. na fig, 45. 
dwa przecięcia M, N; każdy s takowych pierwiaftków 

n.p. 
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u.p. x==a, nie wićmy iefzcze czyli ieft ÆP, czyli. 


AQ, a przeto czyli należy do przecięcia N, czyli do 
M: maiąc zaś zrównanie y= —-) i w nić każdą: s 


takowych wartości na x kładąc, otrzymamy na y 
pewney wielkości wartość; ieżeli to y==FPM, na 
x==a; należy do przecięcia M: ieżeli na x wypadną 
dwie wartosci równe, z C==0; pokażą nam, że tam 
dwa punkta zefzły fig razem, czyli że ieft punkt 


dwoifty, a zrównanić y= koa pokáże-nám` micyfęć 


tego dwoiftego punktu. 

Do wynalezieniá przecięć linii krzywych iakiégo- 
kolwiek porzadku nie zoftaie nam iuż tylko z dwóch 
zrównáń podanych n.p. P--Qy—0 -< (A) yay + 
By? eh = > (B). gdzie P, Q, 4, B,C, i t.d. 
fa funkeyami =, i iłości ftatecznych; wyrzuciwizy y 
za pomocą prawideł §. 26. Algeb: wynaleśdź trzecie 
amy A'n "TLB e 240 x 34 it. d. +V'=0 A (C) 
oznaczone; gdzie A’, B’, c',D', it. d. lą funkcyami 
ilości znanych i ftatecznych. To oftatnie zrównanić 
rozwiązawizy, wypadnie nam tyle odcinków AP, 
‘AP’, AP", it.d. ilé x ma wartości rzetelnych: té po- 
każą liczbę punktów, w których linią krzywa = = 
P+Qys=o, przecina drugą ym dj By™ 7+ it. d. 
+V=o. Każdy więc pierwiaftek rzetelny zrowna 
nia (C) będzie dany przez linią proftą: i ieżeli dwie 
linie krzywe nie maią śrzednicy wziętey za os, fto- 
pich zrównania (C) będzie miał za wykładnika li- 
czbę powftaiącą Z Tozmnożenia wykładników náy- 
wyżfzych zrównania (4), i (B), ale iefzcze dodadź 
należy kondycyą, że (C) jeft ofwobodzonć od mno- 
Żników obcych, 'któreby fie mogły przymięfzać w 
działaniu. i 

$. XXVII. 

Widzieliśmy dopiero, żez dwóch zrównań Niedzna- 

czonych „na linie krzywe wynalesdź "można trzecić 
(ozna 


Dey cid "prze- 
cięć linii krzy 
wych do po. 
znaniź składni 
Zrównóń. 


Big. 44, 
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oznaczone, którego pierwiśftki rzetelne wyrażają od- 
ciaki prowadzone do przecięć linii krzywych.. Więc 
każdć zrównanie oznaczone Ax™+-bx™—1 gdym- y 
exm~3+- Itd. - - +k==0 - (C). w którem a, b, c, 
d,'i t.d. fą ilościami znanemi, uwśżać można iako 
powftaiące z dwóch nieoznaczonych przez wyrzuce- 
nie y, i iako- mieć mogące pićrwiaftki rzetelnć wyra- 
Żonć przez linie _profte, Wynalesdz dwa nieozna- 
czonć zrównania takie, z iakichby przez eliminacyą 
wypasdź mogło (C), ieft to wynaleśdź dwie linie 
profte lub krzywe przecinaiące fie, maiącć oś fpólną 
i początek odcinków, a ordz fpólne odcinki należące 
do przecięć; a przeto ieft to wynaleśdź pićrwiaftki 
zrównania (C) przez linie, Spofób ten rozwiązania 
zrównań za pomocą linii proftych lub krzywych na- 
zywa fie SKŁADNIĄ ZRÓWNAN (Conftrustio dequatio- 
num). Złożyć bowiem zrównanie, znaczy w Geo- 
metryi odrylować linią proftą lub krzywą, w ktoréy 
zwiazek wipół-ufzykowanych rodzi zrównanie po- 
dane, i to znaczenie należy do zrównóń nieoznacza- 
nych: złożyć zas zrównanię oznaczone, ieft to, odry: 
fować dwie linie przecinaiące fię tylć razy, i w taki 
fpofob, aby odcinki da przecieć należące wyrażały 
wlzyftkie pierwiaftki rzetelnć zrównania podanego, 
Co nam nie będzie trudno wykonać i zrozumićć w 
przykładach. A naprzód każde zrównanie oznacza. 
nć „pierwfżego, ftopnia dx—B=0, uwśżać fię może, 
iakoby pawftało z dwóch nieoznaczonych ayszc(x-+a) 
(2). » - by==d(b—x) - " (2% s których wyrzuciwfzy 
Y, wypadnie z Garo ane >> (3), które iet wzoru 

ł botda 
4x—B=o: żeby więc znaleśdź wartość na x wyrażo- 
na przez linie, potrzeba złożyć zréwnania (1), (2), 
s których powftato. (3). Aże zrównanie nieoznaczońe 
(1), (2) każde z ofobna rozebrać fig może na cztéry 
proporcypnalne terminy, które możemy dobrze wy: 
razić przez 4 linie proporcyonalné zawarte w dwóch 
tróykątach podobnych; przeto nazwawlzy na fig, 44. 
4AB=a, 


A 
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AB=nu, AD==c, AP=x, PM=y, CA=b, AE=d, má- 
my naprzód 4B:4D::BP:PM, czyli a:cHQ-FXTy - - = 
ay=c(a+x), więc zrównanie (1) ieft na linią BS; 
powtóre, CA:AE::CP:PM to ieft b:d==b—sry; -= - > 
byz=d(b—x) zrównanie na linią CE: przeto pierwiń- 
Ttek zrównaniś (3) ieft AP, należący do przecięcia fpól- 
nego M obydwóch linii proftych. Wfzyftkie zatem 
zrównania oznaczone pierwizego ftopnia złożyć fię 
mogą przez dwie linie proftć. 


Zrównanić nayoglnićyfze 2go ftopnia AxB 


ponieważ uwáżać fig może iako wypadłć z dwóch 
zrównśń nieoznaczonych nys=c(a+x), y*-+a'xy-rb'x* 
+-d'x-+e'y+f—o, s których drugie wyrazaigc dinig 
krzywą drugiego porządku, uczy nas; Ze do złożenia 
zrównań oznaczonych zgo ftopnia potrzeba użyć li- 
nii proftey, i linii któreykolwiek 2go porządku. la- 
kóż linia zgo porządku mogąc bydź przecięta we 
dwóch mieyfcach od linii proftey, okazać powinna 
w tych przecięciach dwa pierwiaftki zrównania po- 
danego Ax?+Bx+C=0. Uzyimy do tego kota iako 
Únii. krzywćy nayłatwieyfzey do ryfunku, na którą 
zrównanić d?—=(x—f)?+(y—g)*; z dwóch tych zró- 
whan ma linią proftą i na koło wyrzuciwfzy y, Wy- 
padnie zrównanie oznaczone: 
(a*+e)x24(20:a—2fa—zacg)3+af—200%g-ra*g* 
+a? =o = - - C'). 
porównawfzy to zrównanić s podaném co do wfpół- 
czynników «4, B, C, i wprewadziwfzy iefzcze kon- 
dycye na oznaczenie innych ilości znanych w ZYÓ- 
awnaniach na linią krzywą i na koło, czyli raczcy na 
„wyrażenie a, C, f,g,d, przez A,B, C; przyidziemy 
do naznaczenia dwóch nayogólnieyfzych zrównśń ná 
dinią proftą i na koło, które uważać mozémy iako 
mogacé wydadź s fiebie každé iaki¢kolwiek zrówRa- 
nie zgo ftopnia eznaczone -Ax?-+-Bx4-C==0: nie -Z0- 
ftaie nam więc tylko złożyć dwa zrownamią = = > 
ay=e(a+x), - - (w) dla f) yg ~ - 
tego dokażemy na figurze 45. nazwawizy AR=a, 


AB=6, 


a ię 


(B) 


Figy 4fo 


1 
i 
a 
i 
+ 
| 
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4B=c, AD=f, CD=g, CM=d, AP=x, PM=y, 
LM=y—g, LC=x—f, mamy naprzód AR: 4B::RP:PM 
Q:0=0--X:y - + ay=C(0+x) - - CM2==LC2+LM2 - = 
d==(x—f)?*+(y—g)*, zrównanie więc (8) ieft na 
koło promienia CM=d, zrównanić zaś (w) na linią 
profta RM przecinaiącą koło w dwóch mieyfcach-N, 
M, przeto AQ, AP, fą prawdziwemi pierwialtkami 
zrównania (C’). Podobnym fpofobém ztozycby mo- 
zna zrównanie 2go ftopnia za pomocą linii proftey 
z linią krzywą 3g0 porządku, którą profta w trzech 
punktach przecini: zrównanić 4g0 ftopnia za po- 
mocą dwóch linii 2g0 porządku iakie fą nayprościey- 
fzé koło i Parabola, które fie w czterech punktach 
mogą przecinać: zgoła za pomocą dwóch linii krzy- 
wych porządków, m, n,można złożyć zrównanie fto- 
pnia mn. 

Spofób takowy rozwięzywania zrównśń za pomo- 
cą linii krzywych, użyty od Des-Carta był ledwo nie 
powlzechnym, póki Geometrowie nie tozfzerzyli gra- 
nic Algebry- i nie wprowadzili użycia Tablic Trygo- 
nometrycznych. Za pomocą niego Des-Cartes ro- 
związół zaraz wielkie owo w ftarożytności zadanić 
o dwóch śrzednich proporcyonalnych liniach: i in. 
nych wiele w fwoićy Geometryi o naturze linii krzy- 
wych. Dawni Geometrowie nie mieli innego fpo- 
{obu uwśażania linii krzywych tylko przez takowe 
przecięcia, które w niedoftatku rachunku Algebrai- 
cznego wyrażali przez fame proporcye barzo zawi- 
kłane; a chcąc przeniknąć w: zawikleyfze linii krzy- 
wych włafności, powynaydowali do tego linie krzy- 
wć wyżfzych porządków: tak Nicomedes wynalazł 
linią Mufzlową $. 25: Diokles, Cifsoide $. 23. iako | 
widzieć można Pappum. Colle. Math. Lib. II. Des- | 
Cartes wynalazł(zy {pofob wyráżaniá linii krzywych 
przez rachunek, wfzyftkie te dáwnych zadania barzo | 


fzczęśliwie rozwiązał. Pofzedł za nim Newton w | 
fwoiey Arytmetyce powfzechndy, i wiele fkładni 
zró- 
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zrównań w Des-Carcie uprościł, innych wiele przy- 
dat. Nie możnś nie wyżnać że fpofób rozwiezywa- 
nid zrównáń przez linie krzywe ieft barzo dowci- 
pny, i wprawiaiący W rozumowanie; ale do użycia 
cale trudny. Wyciągi bowiem prawdziwie geome- 
trycznego ryfunku linii krzywych, w którym chybi- 
wfzy, błądzemy wiele w wartościach famych pier: 
wiśltków. Ryfować zaś linie krzywć wyżfzych ofo- 
bliwie porządków geometrycznie przez punkta, ieft 
rzeczą niezmiernie zmudną i zawikłaną, jako każdy 
s pierwfzey uwagi może fie przekonać. Dla tey ci 
to przyczyny fktadnia zrównań przez linie krzywe 
_ieft cale zaniedbana w dzifieyfzym Matematyki ftanie, 
którąśmy tu krotko wyłożyli, aby iefzcze zoftawić 
ślad pierwfzego Geometryi ftanu w ftarożytności, i 
za czafów Des-Carta. Ktoby iednak dokładnićyfzęy 
chciał w -tem wiadomości, odfyłamy go do dzieł Des- 
CARTA: Marquis de l” HoPITAL: Traite Analytique des 
Seétions Coniques-Livre 1%,%, 
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Zrównaniaą między TRZEMA ODMIENNEMI ILO- 
ŚCIAMI tłómaczą fie przez Pow iERZCHNIE CIAŁ, 
j przez linie profte lub krzywć na powierz- 
chniach leżącć: podaie fię fpofób wyrażanią 
różnych powierzchni krzywych, i linii na wie- 
lu płafzczyznach zoftaiących. 


_ $. XXVIII, 


W zekć włśfności linii krzywych, którć nás 
dotąd zaprzątały,- wydobyte fą z uwagi nad zro- 
wnaniami nieoznaczonemi między. dwiema odmien- 
nemi ilościami; skąd nam ieft łatwo uczuć, iak teo 
rya takowych zrównśń ieft rozległa i obfita, gdzie 
rozum 


Zrównania nie 
oznaczonć mię 
dzy trzema od. 
miennemi ilo- 
ściami ułóma- 
czą fig na linię 
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rozum ludzki zoftawił ndyłzczęśliwIze pamiątki fwo: 
icy dzielności, i gdzie zawfze niewyczerpane zrzodło 
nowych prawd znayduie, Pamiętiymy tylko, že: 
śmy dopiero ieden rodzay zrównań nieoznaczonych 
potrafili przetłómaczyć na linie, to ief kiedy zró» 
wnanie dwie tylko odmienne ilości zamyka. Wfzak- 
ze iednak zrównanie Algebraicznć zawierać może n 
ilości edmiennych, s których chcąc na iednę mieć 
wartość oznaczoną i pewną, potrzeba nam wprowa- 
dzić n—1 warunków dla nadanid wórtości tyluż nie- 
wiadomym: Coż więc Zkaczyć będą zrównania trzy 
odmienne ilości zawierające naftępuiąc zarz po tych, 
s których Teoryń linii krzywych wypadła? Wyftaw= 
my fobie z nich iedno nayprościćyfzć 44-By+-Cz4- 
D=o: w niém każda ilość odmienna ich funkcyą 
dwóch innych, więc naprzód chcąc takowe zrówna- 
mieć przez linie wytłóniaczyć, potrzeba nám trzech 
wipół-ufzykowanych: każdey s tych wfpół-ufzykowa: 


_ nych oddzielić potrzeba dwie ftrony, iednę na ware 


tości dodatne, na wartości odiemne drugą; a przeto 
całe mieyfce na któremby leżała finid takowém zró. 
wnaniem opifand, rosciaé na fześć części od fiebie 
różnych i oddzielnych, Tego dokdzać nie potrafić- 
my na iedney płafzczyznie, bo tey wizyftkié wy» 
miary dwie wfpół-ufzykowane fwém położeniem za- 
brały; odcinki bowiem x zabrały całą fzerokość; 
przyftawy y całą długość płafzczyzny ną którey li- 
nia krzywa leżała: więc trzecia ilość odmienna z 
mieć powinna wymiar trzeci, czyli głębokość: a za 
tem ogólnie mowiąc: zrównanie nieoznaczonć mię- 
dzy trzema odmiennemi, ilościami nie może wyrażać 
tylko albo płafzczyznę odnofzoną do drugiéy pła- 
fzczyzny, albo powierzchnią krzywą ciała, albo co 
na iedno wyńdzie, linią krzywą leżącą na różnych 
płafzczyznach, do którey oznaczenia potrzebuićmy 
koniecznie dwóch płafzczyzn na wyftawienie trzech 
wipół-ufzykowanych x, y, g:i s tey to podobna 
przyczyny takowe linie krzywć uwáżané od W. Gee 
ometry 
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ometry Clairaut (a) nazwane były DWOISTEY KRZY- 
wizny (Curvae duplicis Curvaturae). Wyftawmy fo- 
bie (fig. 46.) na płafzczyznie gruntowćy, którą zas Fig 45 
wfze będzie płafzczyzna papieru, dwie linie nieozna- 
ezoney wielkości do tiebie pionowć, RS na odcinki, 
CD na rachowanie przyftaw y; powtóre trzecią linią 
GH pionową do płafzczyzny papieru, i przechodzą- 
cą przez punkt A wzięty za początek odcinków: ta 
linia fłużyć będzie do znaczenia przyftaw 2, które 
nazywać będziemy Przyfławami wyfokości: punkta 
więc linii krzywćy na różnych płafzczyznach leżą; 
cćy, czyli powierzchnie ciał proftć lub krzywe ods i 
nofić zawfze będziemy do płafzczyzny gruntu za 
pomocą trzech wipét-ulzykowanych AP, MP, MZ, 
(fig. 47), s których każdą będzie równo-ległą {wey lis 
nii główney na fig. 46; takowć linie główne RS, CD, y 
GH, nazywaig fię OSIAMI (Axes). A iako ftrona AS 
będzie mićyfcćm odcinków dodatnych, ftrona AR od: 
iemnych; powtóre, ftrona AC. mieyfcem przyftiw dos 
datnych, AH przyftaw. odiemnych; tak ftrona 4G 
nad płafzczyzną gruntu, będzie wyrażać przyftawy 
wyfokości dodatnć, ftrona zaś AH też przyftawy 
odiemne. Zebyśmy fie łatwićy znaleśdź mogli w ta. 
kowych odmianach położenia, wygodnićy nam ie: 
fzcze będzie wyftawic fobie tray płafzczyzny do fie- 
bie pionowe, przecinaiącć fig w liniach głównych: ta 
ieft płafzczyznę gruntu; pawtórć płafzczyznę przeci 
naiącą grunt w linii RS; na koniec płafzczyznę prze. 
cinaiącą tenże grunt w linii CD: obie té oftatnić pla: ’ 
fzczyzny przecinać fig będą w linii GH, a przeto bę: 
dą do fiebie i da gruntu pionowe, Trzy takowe 
ptalzczyzny przechodzące « przez punkt 4, a rosciq; 
gnione do odległości nieoznaezoncy, rozetną całą peł- 
ność mieyfca na osm przedziałów odpowiadalących l 
tyluż - położeniam wfpółulzykowanych ; pierujzy 
przedział CGS fuży wfzyftkim wfpółyfzykowanym 
dodatnym, to ief: na-FX, +y, 23 drugi. przedział 
Ez CGR* 


(a) Traité des Courbes à double Courbure. 


A 


NY See oe 
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CGR fłuży na —%x, +y, +2: trzech przedział DGS- ieft 
na +x; —y, +2) czwarty przedział RGD ieft tia 
—%, —y, +z: pigty przedział SHC na EN; Ry, — By 
Jzófty przedział CHR na —x, +4, —z; fiodmy prze: 
dział SAD'na +x, —y, =z; ofmy przedział RHD na 
=x, —y, —%! s tych: przedziałów jedne zamykaią 
dwie wipółufzykowańć s temiż. famćmi znakami, 
drugie iedne. tylko wipół:ufzykowaną fpólną, co do 
znaku; trzecie nakoniec wfzyftkić trzy wipół-ufzy. 
kowané co do znaków różne, A maiąc zrównanie 
na jakakolwiek- powierzchnią do trzech takowych 
płafzczyzn odnofzoną, łatwo nam ieft przez to famo 
rozumowanie, któregośmy w $. 24 użyli, rossądzić 
czyli które przedziały fą między fobą równe i podo: 
bne? i tak. n.p. ieżeli zrównanić zawierać będzie fa- 
me potęgi parzylté 2, powierzchnia leżąca: nad: pta- 
fzczyzną gruntową RCGS, będzie równa i podobna 
powierzchni pod tym gruntem polozoney; i płafzczy- 
zną gruntowa będzie tem, czem były śrzednice w li- 
niach krzywych; czyli będzie PŁASZCZYZNĄ SRZODKO< 
wą (Planum diametrale): ieżeli zaś w zrównaniu na 
powierzchnią, x albo y będą fie znaydować w famych 
wymiarach parzyftych; w pierwfzym razie płafzczy: 
żna CGDH, w diugim zaś przypadku płafzczyzna 
SGRH będzie płafzczyzną śrzodkową, 

Wyrazić linią iakąkolwiek leżącą na powierzchni 
ciała, przez zrównanie Algebraiczne; ieft to ogarnąć 
wfżyftkie odmiany punktu tę linią opifuiącego: tako» 
we odmiany względem płafzczyzny gruntowćy: -po- 
każą nam. przyftawy wyfokości z; odmiany wzglę: 
dem płafzczyzny SGRH pokażą nám wartości y; od- 
miany nakoniec względem płafzczyzny QGDH' od- 
kryją nám odcinki x: fkąd nám łatwo poznać, że ode 
miany iedney wfpół-ufzykowancy fą żawifłć od dru- 
gich; m przeto Że w zrównaniu na powierzchnią, 
każda ilość odmienna ieft funkcyą dwóch innych, 
Tu iuż łatwo poymiemy, że ieżeli powierzchnia cia: 
ja iakićgo ieft opifana obwodem linii ciggt¢y-proftey 

; lub 


-poise 
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dub krzywey, cała iey rozległość zawarta będzie w 
jednem zrównaniu, i będzie POWIERZCHNIĄ CIĄGŁ 
(Superficies continua): jeżeli zaś opifana ieft tak, iz 
każda idy część wypadła z obrotu innego gatunki 
linii, będzie także każdą takowa: część należała do 
innego zrównania, fkgd! powftaie: PowrERZCHNTA NIE* 
FOREMNA (Superficies difcontinua), która do teraznicy- 
fzych uwag nie będzie należyć. W zrównaniu na 
powierzchnie ciągłe,. 2 bydź może funkcyą iedno- 
kfztałtną y, x; a przeto na każdą wartość x, y, iedna 
tylko. będzie odpowiadać przyftawa wyfokosci, i ta- 
kowé powierzchnie będziemy znowu nazywać PIER- 
wszEGo PORZĄDKU (Superficies primi ordimis): ieżeli 
zas będzie funkcyą dwó-kfztałtną x, yy na każdą 
wartość x, y, dwie będą odpowiadać przyftawy wy- 
fokości, i takowe powierzchnie będą DRUGIEGO PO- 
RzapKU (Superficies fecundi ordinis), co iefzcze ro- 
ściągnawfzy do wyżlzych wymiarów 2, wyndydzić- 
my dalfzy podział powierzchni tak, iak na linie 
krzywć, gdzie należy nam oftrzec że wymiary ilości 
odmiennych nie fą tak befpieczną cechą do rozezná- 
wania powierzchni, iak do linii krzywych: czego 
będzićmy mićć przykład na powierzchi walca i 
oftrokraga, ~ |” r 

S tych pìierwfzych obrazów, któreśmy fobie 0 zró: 
wńaniach nieoznaczonych między trzema ilościami 
odmiennemi wyłtawili, domyslemy fie łatwo; iż 
nim wypźdaią dwojakiego rodzaiu dociekanid; to ieft 
fpofób wyrażenia: zrównanićm powierzchni iakiego- 
kolwiek ciała: i fpofób wyrażenia linii ha powierz- 
chni ciała lezqcey? przypatrzmy fig iak iedno s tych 
zagadnień ieft od drugiego zawitte, 

Poznanić powierzchni iakiego_ ciała nabywa fię 
przez poznanie wielu barzo punktów na tey powie= 
rzcbni leżących, a przeto przez znalezienie prawa; 
podług którego tć punkta, fię- odmieniaig. Do po* 
znania wielu na fóz takowych punktów ieft iedyny 
fpofób -poznać linie różne na takowey powierzchni 

L3 leżące; 
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leżące; te linie uważać fie mogą iako ryfy zoftawio: 
ne od płafzczyzn przecinaiących "ciało; a przeto po- 
znanie powierzchni, zawifło od poznania linii na nicy 
zoftaiących; poznanie zaś takowych linii, nabywa fię 
przez uwage różnych przecięć takowey powierzchni 
od  płafzczyzn. Wezmy fobie za. przykład kulę, 
przeciąwfzy: ią. w iakiemkolwiek mieyfcu płafzczy- 
zną, linid krzywą tem przecięciem na powierzchni 
odryta będzie koło, więc na fig. 47. punkt Z będzie 
leżał zawfze na kole; niech będzie AP=x, PM—=y, 
MZ=2, przez punkt Z i przez śrzodek kuli, czyli 
przez punkta Z, 4, P, przeciawizy kulę, mamy ná- 
przód AMt==x24+y2, AZ=AM2MZ2= x+y? 225 
aże AZ ieft promień kuli; więc nż=x?-yż4-22 jeft 
zréwnaniém na kule. Chcąc terdz od zrównania. na 
kulę przyiśdź do poznaniź linii Wypadaiacey s prze- 
cięcia kuli przez płafzczyznę gruntową; ta kondy- 
cya uczy nds, Że 2—o, a przeto zrównanić na linią 
fzukaną ieft ax? Fy’, ieżeli uczynię w zrównaniu 
na kulę x=0, otrzymam G*=zy*+-2% na linią s prze- 
cięcia kuli płafzczyzną SGRH: ieżeli zaś y=0, wypa- 
dnie. mi at=x?-+22, zrównanie ba linia, którą pła- 
fzczyzna CGHD fwem przecięciem zoftawiź. 

Powierzchnie więc ciął uważać bedziemy przez ró. 
éné przecięci tychże ciał od płafzczyzn, i przez li. 
nie takowem przecięciem zrodzonć, Ponićważ zaś 
Brzytrańć fie może, że linia krzywa na powierzchni 
zoftaiąc, leży na wielu płafzczyznach, i wypaśdź nie 
może. s przecięcia ciała iedną płafzczyzną; ale tylko 
S przecięcia powierzchni przez drugą powierzchnią; 
przeto rozdzielémy. uwage nalzę na dwa przypadki: 
w pićrwizym poznamy linie na powierzchniach cist 
zoftaiacé, które wypaśdź mogą s przecięcia ciała od 
płafzczyzny; powłóre uważać będziemy linie krzy: 
we zoftaiącć na powierzchni, ale razem, znayduiące 
fig na wielu płafgczyznach. - 

$. XXIX. 
Ponieważ zamięrzyliśmy fobie uwóżać famć po- 
$ wierzchnie 
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wierzchnie ciągłe, będą do uwdgi nafzey należyć fa: 
me tylko ciała OKRĄGŁE TOCZONE (Corpora tornata), Roftrzafaia 'fię 
których powierzchnia wyrobiona ieft podług pewne: ponie anie, 
go prawa, czyli raczéy opifana linią krzywą ciągłą ; linie ARA 
przez fwóy obrot, iakiemi {4 Kura (Globus), WALEC wypidaiace s 
(Cylindrus), i OSTROKRĄG (Conus). Przez ciała ta przecięcia ich 
kowé przechodząc płafzczyzna przecinaiąca, zolta- | amid 
wid różnego gatunku linie krzywć podług różnego 
fwego położeniń. > 

A naprzód odnofząc punkta powierzchni takiego 
ciała do trzech płafzczyzn głównych, wyftawmy fo- 
bie powierzchnią przeciętą równo-legle płafzczyznie 
gruntowey SCRD (fig.46.); tem przecięciem zoftawio- 
ne linie na powićrzchni bydź mogą równe, tak dalecć 
ze do iaki¢ykolwiek wyfokosci podniefićmy płafzczy- 
znę przecinaiącą; linia krzywa będzie ta fama, ʻa 
przeto w takowey powierzchni linia s przecięcia 
równo-ległego gruntowi zrodzona, ieft niezawifła od 
przyftaw wyfokości, i zrównanie na takową powićrz- 
chnią: nie powinno zamykać z, ale bydź powiąno 
takiém, iakiém fie wyraża linia krzywa będąca zasa- 
dą ciała. Wyftawmy fobie WALEc prosty. (Cylin- 
drus refus), którego Zasabą (Basis) ieft Kozo: albo 
'WALEc pociąGŁY (Cylindrus [calenus), gdzie Ellipfa 
jeft zafadą; przecinaiąc ciało takie płafzczyzną vó- 
wno-legtą zafadzie, a razćm pionową do osi walca 
wypadać będą s takowych przecięć fame koła mię- 
dzy fobą równe na walec profty, i zrównanie na po- 
wierzchnią takiego walca ieft a?=x?+y?: na walet 
zaś pociagty fame będą Ellipfy między fobą równe, 
przeto zrównanić g?y?+rk*x-=g*k*, będzie wyrażać 
powierzchnią walca pociągłego. Włafność ta fluzy 
wizyfthim ciałom WALCZASTYM i GRANI ASTO*SŁUPO- 
wym (Corpora Cylindrica, \prifmatica), i zrównania 
na powierzchnią takowych ciał mie zamykaig z, bo 
w mich przecięcia równo-łegłć zasadzie rodzą linie 
profte lub krzywe między fobą równe. 

Powtore przecinaigc ciała .płafzczyzną równo-ległą 

La ‘gruntowi, 
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gruntowi, linie na powierzchni takowćm przecięciem 
zrodzoné bydź moga podobne $. VII. to ieft tego 
famégo porządku i gatunku, ale. mnieyfzć lub wię- 
kfze, i na każdć takowe przecięcie 2 ftaie fie ilością 
ftateczną. Wyftawmy fobie oftrokrąg okrągły, któ- 
rego zafadą ieft koło (Conus reśłus), lub pociagty, 
którego zafadą ieft Ellipfa (Conus fcalenus); przeci- 
naiąc ad wierzchołka  płafzczyzną równo-ległą zasa» 
dzie taki oftrokrag, ryfować fig będą na powierzchni 
takowem przecieciém fame koła na oftro-krągu okrą- 
głym; fame zas Ellipfy na oftro-krągu pociagłym: te zaś 
koła i Ellipfy nie będą równe, ale będąc rofnąć po- 
dług odległości płafzczyzny przecinaiącey, i ich ob- 
wody będą proporcyonalnd wyfokości =a, tak dalece 
żelinia przez punkta té proporcyonalać prowadzoną 
ieft profta:, ciala takowe nazywalą fie OSTRo-KRAGo- 
we, albo ogélni¢y QsrRo-6RANTASTE (Corpora coni- 
6a, pyramidalia); przeto zrównanie na te ciała bydź 
powinno takie, iz na przecięcie ich płafzczyzną 
przez punkta te proporcyonalne, rozebrać fie powin- 
no na zrównanią wyrażające linie proftć. Takowa 
zaś włafność maia wizyftki¢é ZRÓWNANIA IEDNO-RO- 
DNE (Aquationes homogeneae), czyli zawierające we 
wizyftkich terminach równć wymiary ilości odmien- 
nych, x, y, z; tak dalece, że fumma wymiaru w ie- 
dnym terminie, ieft równa fummie wymiarów termi- 
nu innego któregokolwiek, 

A naprzód mielismy iuż przykład pod $. 22. ze 
zrównania iedno-rodnć między ilościami odmiennémi 
iakićm ieft n.p, Ax™—"y"+Ba™-Py?+ i tod. =o, 
rozbierać fig mogą na zrównaniń proftć 1go ftopnia, 
Zebyśmy fie zas o tém barzićey przekonali w. tera- 
źnieyfzych zrównaniach, wyftawmy fobie zrównanie 
iedno-rodne z%=0z"""-Pyn,p, którego wfzyftkie 
terminy ponieważ tę fame potegę ilości odmiennych 
razćm wziętych zamykaią, dolyć nam na ieduym 
przeftać. Teraz przypusćmy na fig.47. że płafzczy: 
ana przecinająca przechodząc przez punkt 4 ieft pio- 

nową 


eee = 


op NOE nce CZ 


pan 
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nową do płafzczyzny gruntu APM, którą przecina w 
linii AM, nazwawfzy 4P=x,; PM=y, MZ=z ponie- 
waż kat PAM płafzczyzny przecinaiącey z linią AP, 
iet nam znany; będzie nám także znany ftófunek 
AM:AP, i AM:MP, a przeto będzie ys=hx, gdzie h 
iet funkcyą tego kąta: włożywizy więc w zrówna* 
nić iednorodné za y wartosé hx, będzie - = = 

em—gqzm—n—P ppp, zrównanie takiego wzoru iak 
Ax=tynBx"=PyP + it. d. =o. więc każdá po- 
wierzchniá wyrażona zrównaniém iednorodném mię- 
dzy trzemá odmiennémi ilościami x, y, 2, przeciętá 
płafzczyzną pionową na grunt, i przechodzącą przez 
śrzodek A, wydd linią proftą,  lakoż przeciąwfzy 
oftrokrąg iakikolwiek pionowo na grunt tak, aby 
płafzczyzna przecinaiąca przefzła przez oś oftrokrą- 
ga; linie s tego przecięcia zrodzone będą proftć 
przecinaiącć fie w wierzchołku. Co fluzy także wizy: 
fikim ciałom graniafto-tupowym, w których zró: 
wnaniu iedna z ilości odmiennych ftaie fie alba zero, 
albo ilością. ftateczną, podług położenia płafzczyzny 
przecinającey. względem płafzczyzn głównych: a prze. 
to zrównanie na ciało graniafto-fiupowć w tem prze; 
cięciu będzie tylko iednę ilość odmienną zamykać, 
którego pierwiaftki wyrdżaią linie proftć między 
fobą równo-ległe, S tych uwag łatwo nam będzie 
wynaleśdź zrównanić na powierzchnią oftro-krąga ias 
kiegokolwiek. Niech będzie na fig. 41. oftro-krąg 
pociągły ADKEL, którego zafadą ieft Ellipfa wyrażo- 
na zrównaniem g?y?+rk?x7==kżg3, . odnióffzy iega 
powierzchnią do trzech płafzczyzn głównych przez 
wfpół-ufzykowane 4P=x, PQ=Y, OM==2, tak aby 
płafzczyzńa gruntowa była równo-ległą zafadzie 
DKEL, i AP réwno-legta osi więkfzey DE; KL rd; 
wno-legia PQ; wyfokos¢ QM równo-legła osi oftro- 
kraga CA; ponieważ przecięcia równo-legte płafzczy= 
znie, gruatowey rodzą Ellipfy podobne, których śrze- 
dnice DE=g, KI=k, będą miały ftófunek ftateczny do 
wyfokosci z; to ieft g=mz, K==nz; wiozywizy te 

Ls wartości 


Fig, 476 


Linie krzywć 
3 przecięcia 
kuli wypada- 

i3c¢e 


Fig, 49. 
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wartości w zrównanić na Ellipfe; otrzymamy = = 
myn Em ng, zrównanie na powierzchnią 
fzukaną. W oftro-krągu proftym czyli okrągłym, po- 
niewąż obydwie śrzednice fą równe; mamy m==n, a 
przeto zrownanić y7+-x*=m?zż na powierzchnią 
oftro-krąga proftego, 

Zofaie nam terz po przecięciach równo-ległych i 
pionowych na grunt przez śrzodek 4, roftrząfnąć in- 
Be przecięcia iakićkolwiek trzech tych ciał, i wyna- 
leśdź linie krzywe, które fię ftąd na powisrzchni ro- 
dzą. Całe to dzidtanié zawifto- od przeniefienia 
wfpół-ufzykowanych s płafzczyzny gruntu na pła- 
fzczyznę przecinaiącą, i od wyrażenia iedney przez 
funkcye dwóch drugich, tąk aby zrównanie miedzy 
trzema odmiennémi ilościami na powierzchnią, prze- 
robić na zrównanie do dwóch wfpółrufzykowanych 
na linią krzywą przecięciem zrodzoną. Zaczniymy 
od kuli, na którą zrównanie a3=x*+ry?+2%, między 
trzema wipół-ufzykowanemi na fig. 49. AP 
QP=y, QM=z. - Poprowidźmy płafzczyznę  prze- 
cinaiącą przez powierzchnią kuli tak, aby przecięta 
płafzczyznę gruntową w linii TE, uczyniwizy z ofią 
AR kąt TSR=A$L==p, Na linią TL pyzeciecia, fpuść- 
my z Q, M; dwie pionowć QT, MT; będzie więc kąt 
QTM=q wyrażał pochyłość płalzczyzny przecinaia- 
cey do płafzczyzny gruntowey. Od początku odcin- 
ków 4 fpuśćmy na linią przecięcia pionową AL: 
chcąc wyrazić linią krzywą tem przecięciem na po- 
wierzchni kuli zoftawioną, potrzeba mi zrównanie 
między x, y, ż, przerobić na inne między ST=t, i 
TM=u. Nazwiymy 4$, m; będzie Al=m W.p, 
LS=m.Dof.p, od T na oś przefzłą AS fpufzczim 
pionową TR=tWR.p, SR=t.Dof.p; a ponićważ kąt 
QTS=g0°, kąt POT=TSR=p; QM=u,Wft.g, QT= 
u.Dofł.q; PR=u.Doft.q.Wf.p, PQ—TR=u.Doft.q. 
Doft.p: a zatem x=AP=AS+SR—PR, y=TR+PQ— 
TR, czyli: - - x=m--t. Dofł.p—u.Dof.q.WA.p; - - - 
y=t. Wft.p+u.Doft.g.Doft.p; z=QM=u.W/f.q; włoży- 

: wizy 


w 
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wfzy te wartości w zrównanić na kule a2==x?-+-y?+275 


otrzymamy inne między t, u, na koło leżące na pła- 


fzczyznie przecinaiącey. Zebyśmy to zrównanie u- 
czynili prościeyfżem, wyftawmy fobie że kat TSR=go° 
czyli że płafzczyzna przecinaiąch padł pionowo do 
osi AS; będzie więc W/Jł.p=s, Doft.p==0, a przeta 
x=m—u.Doft.q, yt z==u.Wfł.g, wiozywizy te 
wartości w zrównanić na kulę, zamićniemy ić na 
a2—m?-—2mu.Doft.q-u? Do/ł.q7+t3+u*WJł.q* 

czyli na amm? mimu. Dolgu? v = położywfzy 
u—m.Doft.q=s, -.7 uż— 2mDofł.q=zs?—m*Doft.q*, 
2 —Dofł.q*==W/R.q*, wypadnie 

t24-53==47—m*WJR.q?, 


eee 


Zrównanić na koto, którego promień =V (mH fa), 


wizyftkié więc przecigcia kuli płafzczyzną wydaią 
koło, $ - 

Té famć wartości nowych wfpół-ufzykowanych 
{użyć nam będą do innych ciał. Mamy naprzód zró- 
wnanić na walec profty a?==x*+y?; wyftawmy fo: 
bie że tén tak ieft przecięty od płafzczyzny, iż TS 
pádá pionowo na AR, a przeto p==g0°, mamy więc 


x==m—u.Doft.q, y=t; włożywfzy té wartości w zros 


wnanić a3z=x?-+y? przerobiemy ié na - OK 
a?=(m—u.Doft.q)2+#, czyli ; = - 
= peq2—m24-2mu,Dof.q—u*Dofł.q* + s (e) 


zrównanić (4) ieft na Ellipfę podług cechy wyłożo- 
ney w $. XIII; chcąc tę Ellipfe lepićy poznać odv 
niesmy wfpółrufzykowane do śrzodka, położywfzy 


. . . . 
“s+ , zrównanie fig zamieni na 


Doft.q 
#=n2—s? Doft.q? R s = (8) 
Ellipfa więc s tega przecięciń zrodzond, leży na pta- 
fzczyznie przecinaiącey, maiaca fwóy śrzodek na osi 
walca; oś mnieyfza tey Ellipfy ieft tesa, równa pro- 
mieniowi koła gruntowego; of zaś więkfzś ieft ró- 


, im Doftawa q ieft 


wnd : ponieważ a< 


Lo ilością 


Przecięcia wal 
ca i linie Rad 
zrodzoné. 
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ilością mni¢yfza, to ief, im pochyłość płafzczyzny 
przecinaiącey do plafzezyzny gruntowey, ieft mniey: 
fza, tém oś, więkfza wypada dłużfza; a przeto i 
Ellipfa: co näm daie widzićć, że przecięcie walca 
proftego płafzczyzną nachyloną do gruntu, zawfze 
rodzi Ellipfe: im kąt q ieft więkfzy, tem ta Ellipfa 
ieft dłużfz4; kiedy g==go?, oś ta ftaic fię niefkończo* 
ną, bo Dofi.q=o; czyli oś ta ftaie fię linią równo: 
ległą osi walca, a przeto przecięcić pionowe na grunt 
walca rodzi linie profté między fobą równo-ległe; im 
zaś q faie fie mnićyfzem, tem oś więkfza Ellipfy 
„zbliża fię do równości z osią. mnicyfzą; i kiedy q=0, 
„ Dofł.q=l, a zrównanie (B) faie fie zrównaniem na 
koło, więć wfzyftkić przecięciń walca równo-legte 

gruntowi wydaią koło, 

„ Przyftófnymy te fame rozumowania do walca po- 
dłużnego, którego zafada ieft Ellipfa, Zrównanić na 
"taki walec ieft S'y+htxi==k?g2, kładąc x=m—u 
Doft.q, y=t; przerobiemy i¢ na i 

~ £2 
Ia 
pas zzl8*—m*+2zmuDofl+q—uDofi,q*] + - (9): 


(%) ieħ znowu zrównaniem na Ellipfę; niech będzie 


m RÓW sT i Ne 
U=ES+ Dong’ ta wartość włożona w ( y), zamieni -zró- 
` Doft.q 


wnanić na i 
Pos *(g2—Dofl.qz) ASICA 
2 


os mnieyfza tey Ellipfy uczyniwfzy s==9, wypódź 
=k, to ieft ta fama co i Ellipfy gruntowćy; os zaś 
więkfza kiedy to, wypddd s= Dał 7 AE ee) 
.2_ Sx, więc Ellipfa s tego przecięcia pochyłego 
Deft. j 
ai ieft dłużfza iak zafáda, Nazwiymy tę oś 
imnićyfzą Ellipfy s przecięcia wypadłćy, daną przez A 
nazwiyniy 
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nazwiymy ią mowię Q; oś więkfzą daną przez s, 


nazwiymy 4, mamy Qa=Bof 7 czyli jy:t.g= 


zł + > 1 > A x 
11. Ade <—— = Siecznd.q: $. st. Algebr 

Doft.q Doft.q.. Woła c=, 4 
przeto mámy w oftatnićy propotcyi tę barzo piękną 
prawdę zamkniętą, że przeciąwfzy walec podłużny 
„;płafzczyzną pochyłą do gruntu, otrzymuiemy s tego 
„przecięcia Ellipfe, w którey mnogość dwóch osi ma 
„fię do mnogości osi zafady, iako fie ma Siecznd po- 
„„chyłości płafzczyzny do wftawy proftey.,, 

Zoftaią. nám iefzcze do roftrząfania różne przecię: Płzecięcii v= 
cid oftro-kraga: żebyśmy tę rzecz nayogólnicy ogar- firokraga,i lie 
nęli, weźmy do tego oftro-krag podłużny, z niego aviation 
bowiem łatwo nam będzie przyiśdź do oftro-krąga adj SO 
proftego czyli okrągłego. - Wynalezlismy prawda na 
powierzchnią oftro-kraza zrównanie m?n?z*=m*y*-Fn*x*. 
ponieważ nam iuż wchodzi m w x,y, na przeciecia; 
wyrazmy raczéy tę powierzchnią zrównaniem > + = 
grktst— gry? +hx*, wyftawiwfzy fobie ze zafada 
oftro-krąga leży na płafzczyznie gruńtowey PQ 
fig. 49. którey śrzednice fa g; k. Przeciąwfzy ten 
oftro-krąg płafzczyzną tak, iak nám fig. 49. pokaza- 
fe, kładąc x—=m-+t.Dofł.p—u.Dofł.q.Wft.p; - > - 
y=t.Wf.p+u.Doft.q.Doft.p. z=u.W/ł.q; zrównanie 
gktzt=g"y"+k*x* na oftro-krąg podłużmy, wy-- 
padnie: 


Fig, 49; 


goke Wagu? — 25*.Wfi.p. Dofi.q,Dof.p.tu 
— g?;Dofł.q*.Dofł.p*.u* + 2k%,m.Wf.p.Doft.q.Dofł.p tu 


- =k, Doft.q?. WJł.p?uż 


2k?mDoft.q¥fi.p.u—2k?mDoft.pt- >. ~> 


=g? Wf ptt = kład Sten x ease (4"), 
—k* Doft.p?.t4 
Na oftro-krąg zaś profty gdzie ge=k, g?ź%=y:4-x% 
zamieni fie zrównanie na i 
BW 
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BWR u — 2( 1—m)WR.p.Dof.ą.Dof.p.tu—i2 
=—Dof.q*.u? i 
+ zmDof.q.WJł.p.u=n2z>0: - e » (B"). 
— 2mDofi.p.t 


to zrównanić wyraża linie krzywe drugiego porzad- 
ku tak, iak i (4'): dla tego żebyśmy na wypadki 
trafili prościeyfzć, obićrimy fobie do: roftrzafania zró- 
wnanić (B"), a przeto odcinki różne oftro-kraga pro. - 
ftego. A naprzód przetniymy oftro-krąg profty tak, 
aby płafzczyzna przecinaiged była profto-padła do 
gruntu, będzie więc MTQ=q=90°, WĄ.q=1, Doft.q 
==o.. wprowadziwfzy ten warunek w zrównanić 
(B"), zamiéniémy ie na 
gu=R+-zmDof.p.t+m+ =  . C"): 

podług prawideł podanych w $. XUI. i innych w 
Rozdziale III. $. XIX. rozfądzić nám łatwo, że zró- 
wnanie (C") ieft na Hyperbole, ktoréy ledwo-niefty- 
ezne proftć zamykaią fie w zrównaniach - <`. 
guttt+mDofi.p=a, + - - gu—i—mDoft.p=o. Znay- 
dziemy tę famę linią krzywą na przecięcić pionowe 
do gruntu oftro-krągą podłużnego, wprowadziw[zy 
w (4') kondycyą, że Wfl.g=1, Dofł.q=o. przeto 
oftro-krag iakikolwiek przecięty pionowa do grun- 
tu i ząfady fwoidy, wydaie Hyperbole, 

Niech terdz płafzczyzna przecinaiąca padnie po- 
chyłó na grunt tak aby idy przecięcie TL było pio- 
nowe do osi AR na fig. 49. będzie więc TSR=p=90°, 
WA.p=1, Doft.p=o, wprowadziwfzy te warunki `w 
zrownanié (B") zamieniemy ié na 

` P(g WA. Doft. q? )u*+2mDofl.q.t—m2 - - (D*) 
gdyby przecięcić albo pochyłość płafzczyzny przeci- 
naiącey, do. gruntowey była taka, iż S*WR q*==Doff.q?, 


czyli 1 = Sty 9. linia” krzywa s takiego przecięcia 


zrodzona byłaby Parabola opifana zrównaniem - - - 
B==z2mDof.q,u—m* 
ieżeli 
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jeżeli zaś g?Wfig?—Doft.q* nie bedzie zero, żebyśmy 

dokładniey tę linią przecięciem zrodzoną poznali, s 
| odnieśmy wfpółufżykowane do śrzodka położywizy 

| m. Dof 

i r ass m——— ae 
l EWR, g —Dof.q 
| fię na 


f°. Wh.g?m* ` R 

P=( g?°Wfi.q?—Dof.q?) [53— Z) aie CBee 

Se ia gl oS Pate pge: 
gdzie widzemy oczywiście, że jeżeli EWR. g> Dof.q*, 
| linia krzywa odryta płafzczyzną przecinaiącą będzie 
U Hyperboła; ieżeli zaś - - - g*W/fł.q* CDofł.q*, linia 


, zrównanie (C) zamieni 


krzywá będzie Ellipfa: na Ellipfe więc Sty.q <<, na 
& 


Hyperbole Sty.q>~ na Parabolę zaś Sły.q== U, po- 
£ £ 


niéewáż g wyrśża promień koła gruntowego niech ‘ 
będzie g==1: wypada ná Parabole Sty:q1=Sty.45°- 
Na Ellipfę Sty.q<Sty.45°. na Hyperbole Sty.q>Sty.45°. 
Wyftawmy fobie na fig. so. przecięcić oftro-krąga fig, gó, 
przez wierzchołek D i śrzodek C -proftopadle ną ł 
grunt; wypadnie tréykat DAB równo-ramienny, linie 
| DB, D4, będą bokami oftro-krąga, CA promień ko- 
| ła gruntowego, DC osią oftrokrąga: poprowadziwfzy 
linią proftą EC s śrzodka tak, aby był kąt ACE=45"; 
| będzie EC równo-legła DB, więc kiedy płafzczyzna 
przecinając oftro-krąg będzie równo-ległą do iego 
boku DB, linia krzywą s tego przecięcia zrodzona 
| będzie Parabola; kiedy zaś ta płafzczyzna padnie na 
grunt pod kątem mnićyfzym od 45°, iakim ieft n, py 
' LC4; to ieft kiedy przeciągniona za linią CL co raz 
barziey od BD oddałać fie będzie ku ftronie D, linia 
| krzywa ftąd zrodzoná będzie Ellip/a: kiedy nakoniec 
| piafzczyzna przecinaiąca padifaty pod kątem wię 
* kfzym od 45° na grunt, w przeciągnieniu fchodzić fię 
Í będzie z bokiem ku ftronie BD, a oddalać fię coraz 
| barziey od tegóż boku ku ftronie DB, linia krzywa 
s takiego 
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s takiego, przecięciś zrodzonś będzie Hyperbolx, 


Przecięcie więc oftro-krąga wydaie wfzyftkie linie 
krzywe 2go porządku, które ftad wzięły imie Op- 
CINKÓW OSTRO-KRĄGOWYCH (Seltiones Conicae. ) 
$. XXX, 
Wizyftkié powierzchnie ciał dotąd od nds uw4áżá- 
Wyrśtaja fg né, będąc wyrażone. ztównaniem zawićralącem trzy 
przez zrówną W(pół-ufzykowane x, Y, Ży W drugim ftopniu, fą po- 
nid powierz. wierzchniami 2g0 porządku; te przecięte płafzczyzną 
chnie cidł po. nie wydały linii krzywych wyżlzego porządku nad 
sos io tén, do którego famć należą: nie mogą bowiem ta. 
totu. fimych, k , ię: . oe a a 
linii krzy. OWE powierzchnie. powftać tylko z obrotu linii 2go 
wych rye po, Porządku. I tak powierzchnia kuli powttaie z obro- 
rządku, fu obwodu koła około {wey śrzednicy: walec z obro- 
tu linii proftey leżącey na obwodzie koła lub Ellipfy; 
i profto-padłey do płafzczyzny gruntu. Oftrokrag s . 
podobnego obrotu linii proftey przecinaiącey wyfo- 
kość oftro-kraga w iego wierzchołku, a zatém nachy- 
loney do płafzczyzny gruntu pod tym famym ką- 
tem.  Wfzyftkić të powierzchnie 280 porządku wy- 
razić możemy zrównaniém ogólnem Ze=x*yż, 
gdzie Z? ieft ilością ftateczną na ciała graniafto-fiupo- 
we, których boki fa fobie równo-ległć: ieft zaś Z% 
funkcyą wyfokości z /na ciała oftwo-graniafte. ` Zeby- 
śmy nic nie opuścili co do wiadomości innych ie, 
fzcze powierzchni 2g0 porządku należy, rodzących fie 
Z obrotu famych linii krzywych zgo porządku, tak 
iak kula rodzi fię s fainego obrotu kota; pomyślmy, 
Ze na fig, 3. Tabl: II. - linia krzywa R'BM ieft 2g0 
porządku, którą oś R'S dzieli na dwie części równe 
i podobne: abrociwizy takową linią około fwey 
śrzednicy R'$, obwód icy opifze powierzchnią krzy- 
wą: iakże takową powierzchnią wyrażemy zrówną- 
nićm? łatwo każdy poymuie, że natura takowćy po-` 
wierzchni załeży od oznaczenia funkcyi należytćy: Z, 
Na ten koniec odnieśmy. te powierzchnią do trzęch 
płafzczyzn głównych wyrażonych na fig. gr. przez 
trzy wipółafzykowanć pionowe RR=x, PO=y, 
; QM=z, 
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QM=z, przez punkt M, i początek odcinków R 
fpuśćmy płafzczyznę przecinaiącą, pionowo do pła- 
fzczyzny gruntowćy ROP, tak, Że linia RQ będzie 
linią przecięciá; ta płafzczyzna odetnie linią krzywą 
takićy natury, ziakićy obrotu powftata powierzchnid, 
ita linid krzywa będzie cała leżyć ma płafzczyznie 
przecjnaiącey, którey zrównanie wyrazi fię przez 
dwie wfpół-ufzykowanć RQ, QM. Daymy że ta po- 
wićrzchniń powftała z obrotu Ellipfy; więc punkt M 


leży na Ellipfie, na którą mámy na końcu $. XIM.. 


zrównanić (4') RQR=fz— Fz: gdzie f znaczy 
linią równania cała, g oś więkfzą Ellipfy; będzie 
więc funkcya Z, fx—:—2% na teraźnicyfzy prżypá- 
dek; aże Boo moż i 

Jz— aa te - AA (M'). 


ieft zrównaniem na powierzchnią opifaną przez obrot 
Ellipfy około fwoiey śrzednicy, czyli na powierzchnią 
Sferoidy. A 

Gdyby linia opifuiącź powierzchnią była Parabola; 
punkt M na fig. sr. będzie punktem należącym do 
Paraboli, gdzie g=Go; wprowadziwfzy tę kondycyą 


w zrównanie (M'), wypadnie zrównanić na po- 


wierzchnią Paraboliczną: 

fa=x" ry? - - - (M"). 
gdyby zaś powierzchniá krzywá opifaná była obro- 
tem Hyperboli, gdzie oś więkfzá ieft zewnętrzną li- 
nii krzywćy, wprowadziwfzy —g, za gw (M'); 


otrzymamy zrównanić na powićrzchnią Hyperbo-_ 


liczną; 
fer Pace tot Wa aj (MY 
Spofób. tn wyrazanid linii krzywych rodzących fig 
s przecięcia powierzchņi krzywey płafzczyzną, nie 
może fłużyć tylko kiedy linid krzywa tak leży na 
M po- 


Fig, flo 
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Spofób prze. Powierzchni, Że ią całą płafzczyżna przecinaiąca zač 
nofvenia linii jąć może: to ieft, „kiedy ią za pomocą przecięcia z 
ae var niezliczonych plafzezyzn możemy przenieść na ie: 
ryc ma iednę dnę : ale kiedy lima krzywa tak leży ‘a po 
Wwierzchni,, iż ićy płafzczyzna przecinaiącą nie może 
zagarnąć, fpofób dopiero wyłożony nie może fłużyć, 
Linii bowiem krzywey nie moznd poznać tylko 
przez zrównanić między dwiema odmiennémi ilościa: 
mi, do którego nam łatwo byłe przyiśdź rachuiąc li» 
nią krzywą całą położoną na płafzczyznie przecina: 
iącey, gdzie trzy wipół-ufzykowanć x, Y, 2, do po», 
wierzchui, potrafilismy za Pomocą Trygonometryi 
wyrazić przez dwie f, u, do linii krzywey, Zafta- 
ńówmy fiy z uwagą nad tą hową trudnością, Nię 
możemy poznać linii krzywćy tylko przez zrówna: 
nie między dwiema wfpół-ufżykowanemi; więc nam 
koniecznie potrzeba linią krzywą przenieść z niezlis 
czonych płafzczyzn na iednę, i zrównanić na po» 
wierzchnią między x, y, 2, przerobić na inne między 
dwiema tylko odmiennemi ilościami, A przeto.trze: 
ba nam koniecznie mieć dwa zrównanić na powićrz= 
chnia, za pomocą. których wyrzuciwizy iednę odmićn: 
ag n.p. 2, wypadnie zrównanić między x, y, na lis 
wią krzywą, Tu uwadżmy naprzód, ze dwa té zró: 
wnania bydź powinny różne, więc każde wyrażać 
będzie inną powierzchnią; z nich nie możćmy wy» 
rzucać zadnéy ilości odmienney, ieżeli igy wartość 
nie będzie fpólna obydwom powierzchniom, a prze: 
to ieżeli wipółufzykowanć iednćy powierzchni nie 
będą do tey famey osi, i do tego famego początku 
odcinków odnofzoné co i drugie; i ieżeli punkta ies 
dney powierzchni nie znidą fię s punktami drugiey, 
w linn krzywey fzykaney: to icf, takiey linii krzy» 
wey nie możemy poznać, tylko przez przecięcić po» 
wierzchni od drugićey powierzchni takie, aby po: 
wierzchnia przecinaiąch przefzła przez wfzyftkie 
punkta linii fzakanćy, Tako więc linie krzywć leżą: 
cë na. iedney płafzczyznie, poznai¢my za pomocą 
‘ prze: 
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przecięcia powierzchni płafzczyzną; tak linie krzywe 
łeżącć na różnych płafzczyznach poznać .możemy 
przez przecięcie. powierzchni drugą powierzchnią, 
To zaś powtórne poznawanie dzieie fię przez Elimi- 
nacyą; gdzie znowu widzemy podobieńftwo teraźniey- 
fzego fpofobu s tym, któregośmy użyli na fkładnią 
zrownan pod: $$. XVI. XVII. Przypomniymy fobie 
tamto dzidtanié, abyśmy lepi¢y zrozumieli teraźniey- 
fzó. Od dwóch zrównań wyrśżalących dwie linie 
odnofzonć do tey famey osi i do tego famego po- 
czątku odeinków na punkta N; M, (fig. 45.) przyfali- 
śmy do zrównania na punkta Q, P; więc tem 
wyrzucaniem iedney ilości odmiennty, punkt N prze- 
nieśliśmy na punkt Q, punkt zaś M, na punkt P; 
przez pionowé NQ, MP, to ieft punkta z iedney li- 
nii przenieśliśmy na drugą; podobnie i terdz maiąc 
dwa zrównania między: 4P=x, PQ=y, QM=z, 
(fig. 52), na dwie powićrzchnić przecinaiące fig, i te 
przerabiając na iedno między y, %; punkt M przez 
pionową przenofzémy na punkt Q, i całą linią krzy- 
wą RMN, przenofzemy tym famym fpofobem na 
SQT, czyli na płafzczyznę B.4D; linia SQT nazywa 
fie Rzuvrem, albo PRZENIESIENIEM linii RMN. 
(Projektio curvae); a iako pod $. XVI. poznaliśmy 
oczywiście że nie zawfze pierwiaftki rzetelnć w zró: 
wnaniu oznaczonćm pokazuia przecięcią, tak i tu 
trzeba nam pamiętać, Że lubo zrównanie na rzut 
linii będzie mieć wórtości rzetelne, i wyrażać 
prawdziwe linii krzywcy przeniesienie; nie żawize 
jednak. z rzetęlności rzutu należy wnofić o rze- 
telności linii na powierzchni ciała zoftaiącey: bo 
do tega iefzcze należy fię przekonać, że pionowe 

rzenofzące linią s powierzchni na płafzczyznę, fą 
także rzetelnej do czego pomóc nam powinny wfzy- 
ftkić rozumowania pod $. XVI. wyłożone.  Pamię- 
taymy iefzcze i o tém, że odnofzac powierzchnią do 
trzech płafzczyzn głównych, możemy na którąkoł: 
wiek z nich cifhąć linią krzywą, eo zawifło od ilości 

M2 odmien- 
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odmienney którą wyrzucamy. Ieżeli z dwóch zró. 
wnan wyrzucamy z, otrzymniąc inne między x, yj; Cie 
fkamy na ten czs linią krzywą na płafzczyznę BAD: 
kiedy zaś wyrzucamy y, zoftawuige z, x, cifkimy ią 
na płafzczyznę CAD: nakoniec cifkamy linią krzywą 
s powierzchni na płafzczyznę CAB, wyrzucaiąc x, 
A` iako ną 'cifkanie linii krzywych na płafzczyznę 
potrzebujemy dwóch zrównań do powierzchni; tak 
też cheąc _z rzutu poznać linią krzywą na pos 
wierzchni leżącą, ieden rzut nigdy nám nie 
wyftarczy, ale ich trzeba koniecznie dwa: co oczy- 
wiście wypada s famey natury powierzchni, na którą 
potrzebuiemy zrównania między trzema odmiennemi 
ilościami, Weźmy zą przykład kulę przeciętą od 
płafzczyzny / pochyłćy do gruntu, i fzukaymy 
rzutu linii krzywcy tem przecięciem zrodzony, 
Mamy dwa zrównaniń na powićrzchnią kuli =`- 
x+y? zta, i na powierzchnią płafką Ax+By + 
Cz=D, wyrzuciwfzy z, otrzymamy zrównanie na 
rzut koła. 
p>—D*a*—2DBy—24Dx+(424-02)5024-(B24-C2)ya 
+2Bxy=0, 
któré wyrażą Ellipfę. Każde więc koło nachylone do: 
iakićy płafzczyzny, i ciśnionć na nie, wydaie Ellipfęś 
tak iako każda linia. krzywą rzucona przez pionowe 
na tę fame płafzczyznę gdzie leży, daie linią proftą, 
czyli linid profta ieft zawfze rzutem linii krzy: 
wey, na tey famey płafzczyznie leżącćy. 
Sztuka ta przenofzenia linii, z iedney płafzczyzny 
Tłómaczy fig NA: drugą przez. linie pionowć, będąc pra- 
użycie ciska. wem dla oka nafzego w wiedzeniu cidt odległych; 
nia ciał i linii zrodziła naukę ofobną nazwaną Perfpektywa, która 
ees ieft gruntem ryfunku i malarfiwa. Oko. nafze nie 
ryfunków, Widzi ciał tylko przez linie profte, przez które świa- 
tło fie rofchodzi: nie mogąc fądzić z oka o odległo* 
ści rzeczy, wićmy tylko że ciało fprawuiącć w nds 
czucie, znayduie fie na linii proftey od fiebie do oka 
prowadzoney, ale nie wićmy ną którym punkcie tey 
linii 
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linii leży: jeżeli to ciało ieft niezmiernie od nas od. 
dalone, i má cząftki iednć mniey, drugić więcey od 
nas odległe; wfzyftkie tć różnice odległości przed 
okiem nafzym nikną, tak dalece że ić wfzyftkić do 
jedney odległości odnofzćmy: i tak ciała Niebiefkić, 
iako to n.p. Xiężyc lub Słońce będąc okrągłe, i kuli- 
fte, widzémy płafkie; bo wfzyftkić punkta ich po- / 
wierzchni wypukłey, odnofzémy przez linie piono- 
wć do płafzczyzny przez śrzodek ciała przechodzą- 
cey i pionowey na linią od srzodka ciała do oka na- 
fzégo prowadzoną. Spofób wyrazenia ciała tak, iak 
by fię oku nafzemu pakazało, gdyby to s pewney: ia- 
kićy odległości na nie patrzało, wypada s teoryi do- 
piero wyłożoney: i tak koło lub iakakolwiek linia 
krzywa oddalona od nás, ale położoną na tey fa- 
méy płafzczyznie z okićm, i do niego obwodćm 
obróconś, widziana będzie iak linia profta; bo wfzy- 
ftkić punkta icy obwodu oko odnofić będzie do linii 
proftey prowadzonćy przez srzodek linii krzywey, 
tak iak koto ukośnie od oka w wielkiey odległości 
widzianć, zamieni fię w Ellipfę. S tego prawa fztu- 
ka ryfunku ciał różnych zależy na tém; iż obiera fig _ 
naprzód pewnć położenie i mityfce dla oka; między: 
niem i ciałem kładzie fie płafzczyzna przeżroczyfta, 
czyli Tablica; linie od ciała do oka prowadzone prze- 
thodzą przez tę płafzczyznę, i gdzie każda Tablicę 
przecina, tam ieft mieyfcć punktu, s którego linia 
wychodzi. Weźmy fobie za przykład Ipofób ryfo- 
wania Mapp, czyli kart Geograficznych, gdzie sieft 


(całą kula lub część powierzchni ziemi odmalowana, 


Te karty różne mieć mogą poftaci podług różnego 
położenia oka względem .kuli ziemfkićy. leželi oko 
położemy w śrzódku ziemi, Tźblica będzie dotykać 
fic kuli, na ktéréy fig każdy punkt koła odmaluie 
tam, gdzie fie kończy ftyczna iego łuku; ftycznć ro- 
fnąc znacznie, rościągną powierzchnią pół-kuli do od: 
ległości niefkończoney; i dla tego na takich kartach 
nie maluia fie więkfze części powierzchni od 45°, 
M3 Aże 


a mar 
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Aze oko, znaydując fię w śrzodku, znayduie. fie. ra. 
zem na płafzczyznach wfzyftkich południków i kół 
więk(zych; te koła ryfuia fie iak linie profte. Ta- 
kowe położenie oka daie fig w kartach kuli niebie- 
fkicy, Powtóre oko półożyć możemy w biegunie ku- 
li: Tablica na ten czas będzie w famym śrzedniku, 
na którą cifka fie cała powierzchnia pół kuli leżąca 
na ftronie drugiego bieguna. Ponićważ w biegunach 
znowu fie wfzyftkić Południki przecinaig, oko znay» 
duie fig na wfzyftkich tych, płafzczyznach, przeto po- 
łudniki na takowych kartach wyrażają fie przez linie 
profte, koła zaś równoległć zoftawlzy pray fwoiey 
figurze rofną od bieguna tak, iako ftyczne łuków za- 
bieraiacych połowę fzerokości geograficzney. Çifka- 
nie takowe powićrzchni kuli nazywa fie Brecuno- 
wEM (Projećtia polaris), tak iak pierwfzć nazywa fig 
SRZ0DKOWEM (Projestio centralis), Użycić cifkanią 
biegunowego má mieyfęe w ryfowaniu pół-kuli ziem- 
ikićy lub niebiefkicy. Nakoniec położyć możemy 
oko na famćy powięrzchni kuli, Tablicę zaś na Ho- 
rizoncie mieyfcą przechądzącym przez srzodek kuli, 
Koło to. równo-ległć gdzie fie oko znayduie, wyrażą 
fie zawfze przez linią profta; czego mamy. przykład 
w dzifiey(zych kartach ziemfkich, kiedy połowe Kuli 
na płafzczyznę południka cifkimy, polozywizy oko 
w famym śrzedniku. Dawni Geografowie ryfuiąc 
nawet kray iąki, obiecali srzednik na położenie okaz 
i dla tego ich karty wyrażały mieyfcą ziemi nadto 
ukosno 1 od podobieńftwa dalekie, W dzifieyfzych 
kartach chcąc ryfować krdy iaki, bierze fie miéyfe¢ 
, między dwiema poludnikami i dwiema równo-ległć- 
mi kołami zawarte, gdzie fię kray ten zamyka; z 
śrzodka tego kraju prowadzi fię liniź profta - przez 
śrzodek kuli aż na ftronę przeciwległa, gdzie fie oko 
znayduie pątrzącć ną kray przez Tźblicę umiefzczo: 
ną w śrzodku kuli, i proftopadłą do linii proftey do- 
picro opifaney; południk tego mieyfca śrzednięgo na 
przeciwko któremu oko leży, będąc na iedney pła; 
3 fzczyznie 
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fzczyznie z okiem, zamienia fie na linią profta, innć 
zaś południki wypddaige z przecięcia ukośnego kuli, 
fa porcyami Ellipfy: bo ogólnie mowiąc: wfzyftkie 
gołudniki zboczne dia oka, kiedy fie to znayduie na 
powierzchni kuli, zamićniaią fie w Ellipfy, podług 
teoryi wyżey wyłożoney. Gdyby ta nauka ryfowa* 
nid kárt, nie była nad to rościągła.i obca dia celu, 
któryśmy fobie założyli; weszlibysmy we wfzyftkie 


,iey fzczególmości; ale ponieważ nam wypadnie w 


częściach Fizyczno-Matematycznych pokaza¢ użycić 
tych ogólnych początków rachunku, któresmy w tem 
dziele rzucili, znaydziemy tam przyzwoitfzć mieyfce 
dla materyi teraz wfpomnioney. 
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© włafnościach linii krzywych PRZESTEPNYCA 
i ich znakomitfzych (gatunkach. 


$. XXXI 


Liz krzywe będąc cźłkićm zawitte od funkcyi W 
A-4ich zrównania wchodzących, mieć powinny na» 
przód ten fám podział, który fłuży funkcyom, i ta: 
kie włafności, iakich w zrównaniach ich, funkcye wy: 
ciągaią. We wfzyftkich dotąd uwagach nafzych fa- 
me zrównania i funkcye Algebraiczne były zrzodłem. 
wyłożonych 'włafności na linie krzywe: gdzie fama 
natura Rozciączości (Extenfio) położyła granice ba- 
daniom-nafzym; 'ponieważ ftanąć mufielismy ma zró- 
wnaniach  nieoznaczonyćh: między trzema odmiennć- 
mi ilościami, dl4 tego, Że każda z nich potrzebuige 
innego Wymiaru, nie mamy w naturze więcey wy 
miarów mad trzy, które wipół:ufzykowane zabrały; 
Zoftaie nám iefzcze poznać linie krzywe wyrazone 
zrównaniem, w które funkcye przeftępne jwchodzą. 
Dwa {fa rodzaie funkcyi przeftępnych, któreśmy -w 
: M4 o dru 
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drugićy części wyłożyli, to ieft Logarytmy i Łuki 
Kół. Każdy z nich ma te. ogólną cechę, Ze do ro- 
związania zrównania takową funkcyą zawieraiącego, 
potrzebuiemy działań cale- różnych od działań alge- 
braicznych; że wartosci czyli pićrwiśftki takowych 
zrównań zawifty iftotnie od fzeregów niefkończonych 
‘ktorych zrównaniem algebraiczném ogarnąć nie po- 
dobná. Ten oftatni charakter ieft iftotni¢y{zy od 
picrwizego, bo do funkcyi algebraicznych możemy 
działań użyć przeftępnych, które cale natury funkcyi 
nie zamićnią. Wfzakże Teorya granic w Rozd. LIT. 
wyłożona, ieft działaniem przeftępnym; którá przecie 
ani zrównań ani linii krzywych tam wyłożonych nie 
uczyniła przeftępnemi: i cała Matematyka wyżfza u- 
Żywaiąc takowych działań na funkcye nawet Alge- 
braiczne, wzięła imie Geometryi przeftępney, lubo 
funkcye takowemi działaniami w fwey naturze zo- 
ftawia nienarufzone co do teraźnieyfzego podzidtu, 
Wfzyftkie funkcye maiącć albo ilość odmienną, al- 
bo niewymierną rzetelną za wykładnika, zawifły od 
Logarytmów; tak, iak funkcye z wykładnikami uro- 
ionćmi zawilty od łuków koła: picrwlz¢ wyrażają 
fig zrównanićm y=a* albo ogólnicy ys=4a*"f; dru- 
gie zrównaniem y=Ł.Wf,x albo y=+Ł.Dofl.x, ałbo 
y=Ł.WJŁI,x, gdzie £ znaczy łuk koła, L. logarytm, 
podług $$. 48. s1. Alg. Mogą iefzcze znaydować 
fig zrównania inné przeftępne, których przez Algebrę 
nie bylibyśmy w ftanie poznać, i dla tego i¢ do inney 
nauki odkładamy. Uwdzmy náprzód iakié wtd- 
fności mićć powinna linia krzywa wyrażoną zró- 
wnaniem y==a*. Nadaiąc ciągle x wórtości doda- 
tne, y rośnie, i nigdy nie przeftaie bydź dodatnem i 
rzetelnem; kładąc znowu za x, wfzyftkie wartości 
odiemnć całkić, y cordz barzićy ubywa, ale nie prze- 
ftaie bydź iefzcze rzetelnem i odmienućm, to ieft: 


B= 72, Sy) Aga HE SCN KA. Wa 


a: Y=1, a, a7, a3, a4, 05, - -e a™ 
—1, 
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=}, —2, —2, —4 . - 7 —Mm 
| FR EB CAE l Jeż 
| CLA SE, e a Te RFE 
| a: Z, a3 „a? : a” 


| więc linia krzywa wyrażona zrównaniem ys=a* z 

| iednéy ftrony początku odcinków 4 na fig. 53, po- Fige re 

| winna rofnąć w przyftawach bez końca; z drugiey 

ftrony powinna bez końca ubywać: a przeto os OC, 

ieft ićy ledwo-nieftyczną. Cala zaś ta linia leżyć 

będzie nad osią, gdzie mityfcć przyftaw dodatnych 

przypada. Kiedy x równie rośnie lub ubywa, przy- 

ftawy fobie przyległć maią ten fám nieodmienny 

ftéfunek, i kiedy odcinki wzraftaig lub ubywaią 

przez poftęp Arytmetyczny, przyftawy rofną lub 

ubywaią przez pofigp Geometryczny: a przeto od- 

cinki fą logarytmami przyftaw; każda przyftawa 

jeft śrzednią proporcyonalną między dwiema odcin- 

| kami ićy przyległćmi, i równo: od nicy odległemi. i 

|| Linia krzywa na fig. 53. tem ieft naprzód znako- ? i 

i mitá, że maiąc iednę ledwo-nieftyczną, má tylko ie- 

dnę niefkończoną odnogę: kiedy w liniach Algebrai- 

cznych każda ledwo-nieftyczna miała dwie odnogi 

bez końca fię ciągnące. Tu widzemy oczywiście, Że 

| na przyftawę zero, odpowiada odcinek niefkończony | 

odiemny; tak iak na przyfiawę niefkończoną doda- 

i tna, odcinek niefkończony dodatny; i z iedney ftrony 

| linia krzywą zbliża fig do oli, z drugiey ftrony od 

niey fie bez końca oddala. "Aże podług wyłożonych 

dopiero włafności AP—=log.PMs==log.(1.PM)==log. 17 

log.PM: dowiedliśmy zaś pod §. 55. Algeb. że ie- 

dność ma niefkończoną liczbę logarytmów, s których 

tylko ieden o ieft rzetelny, a wfzyftkie uroioncć; 

i więc każdemu odcinkowi bedzie odpowiadać nie- 

| fkończoná liczba przyftaw, s których iedna ieft tylko 
rzetelna; a wfzyftkić innć uroionć: to ieft, linia ,krzy- 

«| wa nie bedzie tylko w iedném- mieyfcu od przyfta- 
wy -przeciętą, ` leżeli iednak za « brać będzićmy u- f 


tomki z mianownikami párzyftémi n.p. x==>» będziee | 
Ms y==V a3; 
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y=V a3; znak pierwiaftkowy maiąc koniecznie dwą 
znaki + do fiebie przywiązanć, pokazuie iefteftwo 
przyftów w linii krzywey pod osią PQ, te atoli 
dwoifte przyftawy nie wypddaige na każdą wartosé 
», nie uczynią pod PQ odnogi ciagtéy, ale tylko zo- 
ftawią punkta oderwane pod osią, Będzie więc li- 
nią krzywa midła znaczną liczbę punktów pod CQ 
od fiebie cale oddzielnych i oderwanych, które ża. 
dnćgo łuku ciągłego linii krzywey nie złożą: co ieft 
znowu fzczególnićyfzą włafnością, lakigysmy w ża. 
dney linii Algebraiczney nie doftrzegli, 

Chcąc prowadzić ftyczną do iakiegokolwiek pun- 
ktu M tey linii krzywcy, potrzebą nám znaleśdź 
podftyczną PT, użyimy do tego fpofobu podanego w 
$. XXI: w zrównanie naprzód na linią krzywą y=q* 
czyli log.y=x.log.a, połóżmy p za x, q za y; otrzy» 
mamy l.q=p.log.a: powtórć x=p+t, y=q+u; wy- 
padnie 1.(q--u)=(p+t)la - - L(q+u)—Lq=(p-t)l.a 


5 u 
=—p.l.a, czyli AŻ) = kla; + =at, Aze do- 


q q 
wiedlismy w Algebrze pod $, 49, w zrównaniu (4), 


Ki, KSB MU 
że at i-th —— + 2 pit.d, więc L kt + 
L2 1.2.3 q 
aja (ALE 
Be ee fo e AE Ge 
1.2 1.2.3 


odrzuciwfzy wfzyftkie potęgi wyżfze t, i porówna- 
wizy (4) z (a) w$.XXI; mámy 4=t, B=—*, 


q 
Bq BOLI 3 > 
=—— =; ale — » 49. Alg, i a- 
PT: go z w $. 49. Alg, ieft liczbą na 
zwaną zamiennikiem, Rużącą do przerobienia loga- 
rytmów iednego układu na drugi; więc w linii krzy- 
wey teraźnieyfzey, którą nazywaią LOGARYTMICZNĄ 
(Curva Logarithmica) Podftyczna ieft linią nieod- 
mienną, równą włąśnie tey liczbie, od którey każdy 
układ Logarytmów zależy. 1 tak podftyczna w Lo- 
3 garytmach 
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garytmach Briggiufza ieft 0, 4342944819 i t.d. w Lo- 
garytmach zaś hyperbolicznych taż podftyczna rowna 
ieft iedności. I tac to ieft naygłównieyfza wła(ność 
linii Logarytmiczney: że w niey podftyczna będąc 
nieodmienną, ieft razem Linra RÓWNANIA (Perameter) 
- iednego układu Logarytmów z drugim. 
$. XXXII. 

Drugi rodzdy linii krzywych przeftępnych zawifł 
od łuków koła: na który obierzmy fobie za przykład 
zrównanie nayprościćyfze y==mŁ.W/Jł.x, gdzie :przy- 
ftawa ieft proporcyonalna łukowi maiacemu W, x; 
aže wiemy z $. 52. Algebry, że Wjł.x m4 niefkon- 
czoną liczbę łuków do których należy, będzie także 
y miało niefkończoną liczbę wartości, i linia krzy- 
wa takiem zrównaniem opifanń będzie w niefkoń- 
czenćy, liczbie punktów przeciętą od linii proftey. 
Niech będzie u naymnieyfzy takowy łuk, którego 
swftawa x, P niech wyraża pół-obwodu koła; wiemy 
z $. 52. Algebry że do wftawy x należą łuki. 


ù, P—u, 2P+u, 3P—u, 4P+u, . $P—u -i - 
—P—u, —zP+u, —3P—u, —4P+u, + it. d- - - - 


znP+u,  (2n-+1)P—u 
—2nP+u —(2n+1)P—u 
Przypatrzmy fie fkładni takiego zrownanid, s którego: 
mamy proporcyą;.1:m=Ł.W/.x:y, to ieft odryfow4- 
wizy koło na fig. 54. którego promień AB=1, i 
wziawfzy AP=x, będzie EF=£.Wft.x, będzie 1:m= 
EF:PM, ale oprócz tego będą proporcye 1:m=P— 
EF:PM' - - 1:m==2P+-EF:PM" i t.d. to famo. wypa- 
dnie nim na przeciwney ftronie śrzednicy BC, i linid 
krzywa opifanń zrównaniem y=m.E.W/t.x rością- 
gnie fie w niefkończoną odległość z obydwóch ftron 
śrzednicy BC, i przyftawa y mieć będzie wartości 
bez końca: każda więc linia profta równo-legła linii 
BC, będzie śrzednicą linii krzywey; co ieft włalno- 
ścią fzczególnie liniom krzywym przeftepnym fluza- 
cą. To cośmy dopiero widzieli na linią krzywą 
Mo > zam- 


Linie} krzywe 
przeftępnć za= 
wisłć od tus 
ków koła 


Figs 4+ 
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- zamkniętą w zrównanin y=m.Ł.Wf,x, uży na {i 
nią krzywą y==m.Ł.Do/fł.x, y=m.b,Sty.x, y=m.E. 
Siec.x i t.d. położywfzy bowiem %=3P—z, będzie Wfl. 
=Doft.2, y==m.Ł.Dof,z, które reft tego famego wzoru 
co y=m.Ł.Wfł.x. Wizyftkie zaś inné linie Trygono- 
melrycznć ią funkcyami Wftiw i Doftaw. 

Do tego. rodzaiu nśleżą linie krzywe, które na- 
zwano KoŁowE (Cycloides, Trochoides), i linie Srima- 
KOWE (Spirales): pierwfze maig fwoić nazwifke od 
koła będąc opifane od punktu na iego obwodzie po- 
tożonego: drugić od fw y figury podobney do fkoru- 
py ślimaka, Włafności takowych linii krzywych fą 
barzo rozległego w Mechanice użycia, do których 
wyłożenia potrzebuiemy wyżlzey teoryi nad tę, któ- 
rą nam Algebra tłómaczy, Oprócz tego rozmaite ga- 
tunki tych linii krzywych wypźdaią z różnego pra- 
wa biegu, które punktowi opifuiącemu nadaićmy, a 
przeto podpadać iefzcze nie mogą w tem dziele na- 
izym uwagóm. Zebyśmy fobie iednak potrafili wy- 
ftawić obraz takowego rodzaiu linii namieniemy 
przyndymniey o nich, ilć nam teraźnicyfze pozwolą 
początki. Wyftawmy fobie na fig. sy. że koto CMB 
toczy fie po linii proftey BP’, w tym obrocie punkt 
A śrzednicy przedłużoney, kiedy ta zoftanie nieod- 
mienna, opifze linią krzywą AFA', którą nazwana 
Kozową (Cyclois), iakaż będzie natura tey linii? 
Widziemy oczywiście że obwód kota tocząc fie po 
linii proftey BP' rozwinie fig na nie, czyli obwód 
koła będzie równy całey linii proftćy prowadzoney 
od B aż do tego punktu, gdzie po obrocie fkoncza- 
nym punkt B powtórnie padnie na BP’, i każdy łuk 
koła równy będzie tey części, po ktorey fie przeto- 
czył, Ieżeli więc tuk B/G przetoczył fię przez linią 
BG, nazwawizy łuk B'G, z; będzie z=BG, aże ten 


łuk ieft miarą kąta B'S'G, więc kąt B'S'G= a gdzie 
a 


a wyrdzd promień S'G=SB, przeto kat GS'A'=1g09 
5; 
a 


——— 


h 


RozDżIAŁ VI. Dis 22 Igo 
- nazwiymy S A'=SA=b, będzie A'Qb.Wf. Ź, 
a 


? 


ajr 


gJo= —b.Dof. =, AP=x, Pd=y, mamy y=2+-0WRŻ." 
a a 


, 
x==h—b.Doft. Ri czyli b.Doft > ==b—5, potrzeba nam 
a a 


za pomocą oftatniego zrównania wyrazić % przez x, 
: TA z x ; 
abyśmy y wyrazili przez x: Do RER - - więc 
a 


V (2bx—x? — 362 
Wp. = VO), a przeto z=a.Łpj CZ, 


włożywfzy te wartosci w zrównanić y=z+D.WJł. —; 
otrzymamy na linią kołową: B 


y=vV (2bx—»3)-+ra.Ł.WfA. eo. - (m). 


albo rachuiąc odcinki od śrzodka S, i biorąc i=b—x, 
b2—i?=2bx—x?, 


y=V tyta E Doh - - - (A): 


ponieważ Doft. — ma niefkończoną liczbę łuków; y 
b rÀ 4 , 


má niefkończoną liczbę waxtosci, które fobie łatwo 
wyobrażemy, uwśżaiąc linią proftą BP’ pociągnioną 
w odległość niefkóńczoną, i po niey toczące fie bez 
końca koło CMB, które opifze fwym obrotem nie- 
fkończoną liczbę Cykloid fobie przyległych, zamknig- 
tą w zrównaniu (8). Ieżeli położemy b==a, iuż nie 
punkt 4, ale punkt C będzie punktem opifuiącym, 
fkad wypadnie linia kołowa krétfza, Różnć gatun- 
ki tey linii krzywćey wyniknąć mogą z różney wiel- 
kości linii $4, albo z różnego obrotu koła CMB, 
które fie nazywa KoŁEM Ropzącym (Circulus gent o, 
f rator), 


Fig, £6. 
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rator), tocząć n.p. koto po obwodzie innego kołą, 
albo po odnodze innéy iakicy lińii krzywey, otrzy- 
mamy różne figury -linii krzywey ftąd zrodzoney, 
których uwaga, że ieft nadto zawikłana dla rachun- 
ku algebraicznego, odkładamy ią do Mechaniki, gdzie 
nam fig pokaże użycie i¢y w zegarach, Przyftąpmy 
iuż do uwazanid drugiego rodzaiu linii przeltępnych 
zawifłych od fuków koła. 

Na fig. 56. pomyślmy fobie, że punkt B promie- 
hid SB obraca fie około śrzodka $ biegiem iednoftay- 
nym, i opifuie obwód koła BANB, kiedy zaś pro- 
mien SB zaczyna taki obrot, -wyftawmy fobie, że w 
tym famym czafie punkt ruchomy z śrzodka $ bieży 
po promieniu $B, s taką fama chyżością, z iaką fie 
promień opifuiący obwód koła obraca; i kiedy punkt 
B opifze obwód koła, punkt wychodzący .ż śrzodka 
$ przeydzie przez promień cały SB, w tym dwoia- 
kim biegu punkt wychodzący z śrzodka opifze linią 
krzywą SMB, którą nazwano SLIMAKOWA ARCHIME- 
DESA (Spiralis Archimedea), dla tego, że ig Archime- 
des naprzód w ofobney xiążce uważał. Ponieważ 
w tym famym czafie punkt Srzodkowy obiezy pro- 
mien, kiedy punkt B obieży obwód koła; przypuść- 
my że punkt śrzodkówy przebiegł linią SM, kiedy 
punkt B opifat łuk BAN, nazwawiży SM=z, SB=a, 
łuk BAN=s, obwód cały koła =P'a; będzie - - 
a:z=P'us, czyli s=P'z, zrównanie na linią ślima- 
kowa. W nicem z=SM, ieft funkcyą łuku s, czyli 
kata tym łukiem zawartego; aże bydź może niefkoń- 
czona liczba kątów odpowiadaiących temu famemu 
położeniu linii SM względem AB; z má niefkończo- 
ną liczbę wórtości, i linid ślimakowa má niefkon- 
czoną liczbę zakrętów i wirów, w których fie ro- 
ściąga z obydwóch ftron śrzodka bez końca. Wpro- 
wadzaiae. różnć ftófunki między chyżością punktu 
bieżącego po promieniu, i chyżością: punktu idącego 
po obwodzie koła, wypadną różne wzory zrównań 
wyrążalącć różne gatunki linii ślimakowych, które 

bedziemy 


A Rozpzraz VI. —_ - Ti 
bedziemy dopiero w ftanie w wyżfzych Matematyki 
częściach uważać, Tu łatwo nam poznać przyczynę 
dla czego linie krzywe przeftępne nazwano mecha- 
nicznemi: wyciągaią fie bowiem ich włafności s praw 
biegu punktowi opifuiącemu nadanych, które raczéy 
do Mechaniki niż do Geometryi należą, 

Uczyńmy fobie teraz obraz ogólny całey nauki z A 

łańcucha prawd w tem dziele przebieżonych. Uwa- Ho wi 
Żaiąc fpofób poznawania umyfiowi nafzemu zofta- dicta record 
wiony, i tén do natury ilości ftófuiąc, trafilismy na go fis opis Al- 
ięzyk profty i ogólny do wyrażania różnych-ftanów gebry wycia. 
i związków ilości. Aże te związki wypadaią s -pe- b*e 
wnych ftófunków rzeczy, którć rozum doftrzega; 
weszlismy w poznanić ogólne zagadnićń, które fie 
mogą uwadze nafzćy nadarzyć, i w poznanie potrzeb 
ych rozwiązania takowych zagadnień; a zno- 
fząc pięfwfzć z drugiemi, odkryliśmy naygtowniéy- 
fzy podział zrównań na oznaczone, i nieoznaczoné, 
Widzieliśmy, Ze pierwfze fą-wyftarczaiące do odkry- 
cid prawdy, byleby znaleśdź prawidła na oddzielenić 
rzeczy nieznaney zawikłaney między znane, s które- 
mi fię w zrównaniu wiąże: fzukaliśmy takowych 
prawideł, łącząc razém uwagę różnych wyrazów ilo- 
ści, czyli funkcyi wchodzących w takowe zréwnanid 
i onym różne nadaiących nazwifka. I to 'było rze. 
czą pićrwfzego Tomu. 

Zrównania nieoznaączonć wyrażaiąc wartości wie- 
ju nieznanych od fiebie fpólnie zawifłych, poddały 
nam fpofób poznaw4nid odmian iednych ilości przez 
odmianę drugich, i zrodziły całą Geometryą linii 
krzywych. Biorąc iednę stakowych odmiennych ilo- 
ści za główną, przywodziliśmy zrównania niby do 
rodzaiu oznaczonych, gdzie nám łatwo było ogólne 
prawidła w pierwfzym Tomie wyłożone ftófować 
do zrównań teraźnićyfzych, i z nich wyciągać linii 
krzywych włafności i podziały. Uwadzaiac wfzyftkić 
odmiany zachodzić mogące w ilościach, doftrzegli- 
śmy, że té odmiany kończyć fig mogą, albo też ciq- 


gnąć 


| 


sa age w, 


IE 


` 
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gnąć bezprzeftannie:/ ten oftatni rodzdy odmiany “~ 
fkózdł nam pewne granice, do których fie ilości 
waraltaigc lub ubywaiąc zbliżają, a w niektórych 
przykładach linii krzywych naprowadził nds na pier- 
wizé początki całćy Matematyki wyżfzey. RACHUNEK 
więc ALGEBRAICZNY ief igzyk rozumowdń o różnych 
Banach, związkach, i odmianach fkończonych , ilo- 
ści. Potrzebą nam iefzcze innego ięzyka do wyra- 
zania rozumowśń, na odmiany ilości w fwoich gra- 
nicach; i takićm ieft Rachunek Dyferencyalny i In- 
tegralny, do któregośmy iuż krok w. tym Tomie 
uczynili, 


_Konrec DRUGIEGO Tomu. 


zac 2, 
W p Kee > 


WYPIS 


""—WYPTS 
Materyi w drugim Tomie zawartych. 
ROZDZIAŁ I. 


Ilości i funkcye w zrównanie iakićgokolwiek ftopnia 
wchodzące wyróżaią fie przez linie geometrzycznć: 


z różnych odmidn tym ilościom lub funkcyom 


na- 


danych, tłómaczą fig odmiany, które odpowiadaią 


liniom. 


$. 1. Wfłęp z Algebry do Geometryi. na karcie 
Znaczenid Algebraiczne mykladaiq fig w Lini- 
ach Geometrycznych. kar.,  - - - 
Podział Linii krzywych wyciągniony s podzia- 
łu zrówndi. - - - - - 

$. 2. Włafności limii krzywych wyciągnione z na- 


tury zrownait. - - - 

$. 3. Podług odmian wfpot-ufzykowanych wykła- 
daig fie Jpofoby odmienienia zrównania. - 

- Z odmianą osi iak fie powinno odmienić zró- 
manie? - - - : - - - 
Przychodzi fię do zrównaniń ogarniaiącego 
wizyfikić odmiany. - - - - - 

§. 4. Tlómaczy fie iftotm charakter zrówniń, i 
z niego wyciąga fig Ae ia podział linii krzywych. 

$. s. Przefirogi ma zrównania złożone. - 

$. 6. Wyktńdaią fig włdfności ogolne linii każde- 
go porządku. - - 

$. 7. O podobieńfłwie linii krzywych. - - = 

ROZDZIAŁ II. 


Z uwág ogólnych nad zrównaniem 2g0 ftopnia 


1. 


20. 
23. 


24, 
27. 


tłó- 


maczą fie włafności linii krzywych zgo porządku: 
wyciagaią fie potém s fzczególnych kondycyi gatun- 


ki tychże linii, 


$. £. Widfnosci cięciw. - : ua 

Pierw/za włafność linii 2go porządku, - 

Druga włafność linii 2go porządku. > 
N $. 9, 


29. 
31. 
32. 


4 
| 
d 
i 
| 
j 


- 


$. 9. Widfnosci SRzepNic i zrównania na ich 
oznaczenie. - zaa Ne - - 
Pierw/za wiafnese srzednic. - - - 

$. 10. Wynaydute fig związek między srzednica- 
mi iakiemikolwick; = . - 
Druga i trzecia włdfność śrzednic, v=- = 
Cawdrta i piąta -włafnosć srzednic. u 

$. 11. Włafnóści STYCZNYCH: Jpofob ich prowa- 
dzenia, = - - - - 

$. 12, Dałfze włafności srzednic równaiąc ie ze 
fycznemi, ZOSTA > 
Winfnosci OGnisK i linii z ognifk wychodzących, 
Zrownanie biegunowe na w/zyfikie linie 2g0 
porządku. = 3 ga 

§. 13. Gatunki linii krzywych 2g0 porządku. - 
ErLipsa i ity łajności, - SAS AS 
Zrownanie biegunowe na Ellipfe. — - 

§. 14. Paranoia i iey wlafnosci. - - 
Zrownanie biegunowe na Parabole, 

§. 15. HYPERBOLA i iry włą/ności. E 64. 
Zrównanie biegunowe na Hyperbole. zla, 

§. 16. Hyperbola między LEDWO:N1ESTYCZNEMI 7 
iey wiafności. ( - Bai - 68473- 
Zbiór nauki w całym Rozdziale: s którego wy- 
pada rozlążenie pozofłałych uwag o liniach 
krzywych, - - - 73: 


ROZDZIAŁ HI. 


Nosei odmienne zrównaniń nieoznaczonego odnofzą 
fig do oftatnich granic fwego wzroftu lub ubywa- 
nid: s pićrwfzych granic tłómaczy fie fpofób po- 
znawania odnóg nielkończonych i równania iednych 
linii krzywych z drugićmi; i z drugich granie wy- 
ciągaią fie włafności odnóg fkończonych, i fpofób 
równania wfzyftkich linii krzywych s kołem. 
17. Z mwdgi nad ledwo-niefycznemi wypada 
Teorya granic; wytyka fig miedokładne tey Teo- 
ryi tlomaczenie. - - 15. 
Początki Teoryi granic, "ij MSŁ CURSES 

§. 78. 


§. 19. Stófuią fie te początki do linii krzywych. 82. 
Kiedy termin nudywyż/zego wymiaru, zawiera 
jednego mnożnika rzetelnego taka wypada le- 
dwo-nieftyczna profta lub krzywd? - + 

§. 19. Ledwo-niefyczne na dwa mnożniki rzetel- 
ne w terminie naywyż/zego wymiaru - 
Utdiwiaig fig trudnosci zachodzące w tym ra- 
chunku., - - ZR 

§. zo. Ledwo-nieftyczne na trzy mnosniki rzetelne. 
Uwaga ogólna nad ledwo-niefycznemi. -. - 

$. 21. O granicach ilości ubywaiqcych i wldfno- 
ściach linii krzywych, które od tych granic za: 
wifły. - > i > 

$. 22. Wynayduig fie pod-fyczne w liniach krzy- 
wych iakiegokolwiek porządku. - > 
Spofob rozeznawania punktów dwoiftych i t.d, 

w liniach krzywych. - > : 
Ogolne zrównania na linie takowe punkta ma- 
iące. - - - 

$. 23. Równaią fie linie krzywe s kołem. 

Tiomaczy fig PROMIEN ŚCISKANIA. = — - 
Wynayduie fig podpionowa w liniach krzywych. 119. 
Źrównanie na promień scifkania, 122. 
Rożeznanie położenia linii krzywey względem _ 
fłyczney. - - - 123. 
Podział linii krzywych ma odnogi różnych po- 
rządków i cechy każdey 2 ofobna. - 124, 
Tidmaczy fie punkt przegięcia, odbicia w lini- 
ach krzywych. - - - " tamże, 
Stófuią fie początki całego rozdziału do pozna- 
nin Cylsoidy. > - - 12 
Zbijr krotki nauki w całym rozdziale, gdzie 
fie tłómaczy drugi początek fpofobu analityczne- 
go Jłużący w Matematyce wyż[zey. - 132, 
ROZDZIAŁ IV. 


© przecieciach linii krzywych od proftygh lub in- 
nych krzywyth: i włafnościach od tych przecięć 
zawiflych, ŻĘ A 


. 


IZ ee, a 


częci 


* 


Se 24h. 


§. 24. Włafność srzednic rosciągniona do linii 
krzywych iakiegokolwiek porządku. . 133. 
Cechy na rozeznanie śrzodka w linii krzywey. 1 35: 
O Ssrzednicach ukośnych i ich liczbie, - 137. 
Inny fpofob wy yay inane srzednic w liniach 
krzywych. - - 141. 

$. 25. Spofób wyrdgania linii krzywych przez 
zrównanie biorąc kąt za ilość odmienną. 143. 
Kiedy linia krzywa raz przecięta od proftey, 144. 

Kiedy dwa razy ieft przecięta od profiey. 148. 
Przykład ma linii MUSZLOWEY Św owy któ- 
rey fie ndturą ilomaczy. - 1496 
Kiedy linia a o trzy rż iefł przeci od | 
profiey. ` 1542 

§. 26. Przecięcia sini krzywey od profej maiące 
dwa zrównania. = 152. 
Przecięcie linii krzywey od inney krzywcy. 154. 

$. 27. Użycie przecięć linii krzywych do pozna- 
nia fkladni zrówniń. - a RUE 158. 
Uwagi nad fkładnią zrównań, ZU 160. 


ROZDZIAŁ V. 


Tłómaczą fie powierzchnie ciał przez zrównania nie- 
oznaczone między trzema odmiennćmi ilościami. 


$. 28. Wyrdżaią Sig geometrycznie zrównania 
między trzema ilościami odmiennemi. - 161. 
Odnofi fie punkt Poe do trzech pła- 
Jzczyzn głównych. - - - 161. 
Wyrażenie zrównaniem powierzchni ciała, za- 
wifto od wyrażenia linii na te y PZ le- 
żących, i przeciwnie, JESS 

$. 29. O powierzchniach ciat okrągłych, 1 nish 
krzywych, które fig rodzą : WEG te po- 
wierzchnie płafzczyzną. YN > 161. 
Wła[ności przecięč -w ciałach. oftro-graniaftych. 168. 
Linie krzywe s przecięcia kuli wypadaiące. 170. 
Przecięcie walca i linie fłąd zrodzone, 171.- 
Przecięcie Oftro-krąga ( Conus, i linie s tego 


przecięcia zrodzone. G - i73. 
Linie 


165. 


Linie 2g0 Pom iak wy geada s RA 
oftro-kraga? 175. 
30. Zrownana na BES OMA cał poutfiaig- 
ce z obrotu linii krzywych-zgo porządku. 176. 
O cifkaniu linii kr zywych s Oe aE krzy- 
wey na plafzczyzng. - - 178. 
Użycić tego fpofobu w fztuce rafuręów: 180. 


ROZDZIAŁ VI. 


Włafnmości linii krzywych, PRZESTĘPNYCH i ich 
komitfze gatunki. 


$. 31. Ogólny obraz linii SE) przefię- 

pnych. 

Podział limii grżelępnych. - - - 

ay krzywe zawifte od Logarytmow. + 
Linie krzywe zawifłe od tukow koła. 

Hafnosci linii krzywey kołowey (Cyclois).: 

Linie Slimakowć (Spirales), i ich zrownanid. 

Krotki wykład catego dzieła. - - 

Co iefł Rachunek Algebraiczny? - - 
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